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iOh matematicas rigurosas! no las he ol-
vidado desde que sus sabias lecciones,
dulces o mas que la miel, se filtraron en
mi corazén como onda refrescante... En
mi espiritu habia algo vago, un no sé
qué de espeso, como el humo; pero, reli-
giosamente, pude franquear las gradas
que llevan a tu altar, y me has despojado
de ese velo oscuro, al modo que el vien-
to con la niebla. Y han colocado en su
lugar una frialdad excesiva, una mesura
acabada y una logica implacable.

LAUTREAMONT, Los cantos de Maldoror
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I. LAS FALLAS DEL APARATO EUCLIDIANO

1. INTRODUCCION GENERAL

La geometria clasica, de acuerdo con la forma que Euclides le dio en sus Elementos,
pas6 durante mucho tiempo como un modelo imposible de superar, y, al mismo
tiempo, de igualar, de la teoria deductiva. Los términos que son propios a la teoria
jamas son presentados sin una definicion previa, las proposiciones no se citan sin
antes haber sido demostradas, con excepcion de un nimero reducido que si son
enunciadas, en primer lugar, en calidad de principios. En efecto, una demostracion
no puede remontarse al infinito y debe basarse en algunas proposiciones primeras,
pero éstas han sido escogidas de modo tal que no subsista duda alguna en espiritu
de su sano juicio. No importa que todo lo que se afirme sea empiricamente cierto,
pues no se apela a la experiencia para justificarlo. El gedmetra trabaja recurriendo
sOlo a la demostracion y tnicamente fundamenta sus pruebas sobre lo que ya con
anterioridad se encuentre establecido en tanto esté de acuerdo con las leyes de la
logica. De este modo cada teorema guarda una relacion necesaria con las proposi-
ciones de las cuales es deducido como una consecuencia, de modo que, prueba tras
prueba va constituyéndose una red estrecha en la que, directa o indirectamente, to-
das las proposiciones se encuentran relacionadas entre si. Asi, el conjunto integra
un sistema del que no se puede sustraer o cambiar una parte sin comprometer el
todo. De este modo, “los griegos razonaron con toda la certeza posible en el campo
de las matematicas y heredaron al género humano los modelos del arte de la de-
mostracion”.! Mediante ellos la geometria dejo de ser una colecciéon de férmulas
practicas, o, mejor dicho, de enunciados empiricos, y se transformo en ciencia ra-
cional. Viene de alli ese papel privilegiado que no se le ha dejado de reconocer. Si
se obliga a los nifios a estudiarla no es con el fin de ensefiarles verdades sino con el
de disciplinar su espiritu, pues se considera que su practica ofrece y desarrolla la
costumbre de razonar rigurosamente. Como escribié L. Brunsvichg:? “Euclides, pa-
ra las innumerables generaciones que se han nutrido de su sustancia, quiza ha sido
menos un profesor de geometria que uno de logica.” Y la expresion more geometrico
ha llegado a significar more logico.

1 Leibniz, Nuevos ensayos sobre el entendimiento humano (1704), IV, 11, p. 13.
2 Les étapes de la philosophie mathématique, cap. VI, p. 49.
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Por tanto, ha venido pareciendo cada vez mas que, si bien la geometria eu-
clidiana habia venido siendo por mucho tiempo el ejemplo mas acabado que se pu-
diera dar de una teoria deductiva ideal, el aparato ldgico sobre el cual descansaba
no era del todo irreprochable. Varias de sus fallas fueron apuntadas desde muy
temprano, pero no fue sino hasta el siglo XIX que se midid la distancia existente en-
tre una exposicion tradicional y una teoria deductiva ideal. Una de las caracteristi-
cas que mejor distinguen a las matematicas a partir de esta época es, de hecho, el
acrecentamiento que se dio subitamente por preocuparse del rigor 16gico. Estudia-
da de este modo con un rigor nuevo, la deduccidén geométrica clasica aparecia co-
mo defectuosa en numerosos puntos. Se hicieron esfuerzos por corregirla y la pre-
sentacion axiomatica de la teoria es resultado de tales esfuerzos. Originada princi-
palmente como una reflexion sobre la deduccidon geométrica va desprendiéndose,
por lo demads, precisamente en razén de su caracter ldgico y formal, de su conteni-
do geométrico y, de este modo puede practicarse sobre una teoria deductiva cual-
quiera. Puede decirse que un sistema axiomatico o bien, una teoria axiomatica es,
en este contexto, la forma definitiva que en la actualidad toma una teoria deducti-
va. En modo alguno puede decirse que es el sistema quimérico con el que Pascal
sofiaba y que estaba destinado a espiritus colocados mas alla de lo humano, y en el
que todos los términos quedarian definidos y todas las proposiciones demostradas.
Sino mas bien uno donde todos los términos queden explicitados, asi como las pro-
posiciones que no estén demostradas. Estas ultimas quedan consideradas como
meras hipotesis con las cuales puede construirse las proposiciones del sistema de
acuerdo con reglas ldgicas determinadas en forma perfecta y expresa.

Un método parece afirmativo si las razones que lo impusieron son descono-
cidas. Y lo mejor para hacer comprensible la funcion que desempena la axiomatica
es, pues, en primer lugar, exponer inicialmente las fallas que se intenta remediar
(capitulo I). Mas razonablemente se duda que la axiomatica haya alcanzado desde
un primer momento su perfeccion. En rigor, las exigencias que la hicieron nacer
fueron, en su turno, como exasperadas por su uso y se volcaron sobre ella para em-
pujarla cada vez mas lejos en la ruta con la cual se habia comprometido. Sin seguir
detalladamente esta transformacion histdrica en forma detallada, se hace necesario
distinguir al menos dos etapas mayores de su desarrollo: la primera puede situarse
a finales del siglo X1Xx (capitulo II) y la segunda se inicia en los afios veinte del siglo
XX (capitulo III). Se intentard demostrar los alcances de este método por su uso pro-
piamente cientifico (capitulo IV) asi como por sus implicaciones filosoficas (capitu-
lo V).

2. LOS POSTULADOS
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Lo que inicialmente mortifico a los lectores de Euclides, amigos del rigor, fue que
intervinieran los postulados. No se trataba, en primer lugar, de los tres postulados
que encabezan los Elementos, junto a las definiciones y los axiomas, y cuyo caracter
operativo es muy general y que, ademas, tienen el tiinico objetivo de senalar que se
permitirdn construcciones recurriendo a la regla y el compas. Pero una vez que Eu-
clides inicia su cadena deductiva, al hacer una demostracion, y por necesidad de
ésta, recurre a una proposicion muy especial que solicita le sea concedida sin otra
razon que considerarla una especie de llamado a la evidencia intuitiva. De este mo-
do, para justificar su proposicion 29 se hace necesario aceptar que, por un punto
fuera de una recta no puede pasar sino una sola linea paralela. La simetria que apa-
rentemente existe entre la proposicion mediante la cual se enuncia que por un pun-
to pasa, al menos, una paralela a la recta, proposicion establecida por medio de una
demostracién (el teorema de la existencia), la cual enuncia que, por lo menos, pasa
una (postulado de la unicidad), convertia en atin mas inaudita la asimetria de las
justificaciones. El postulado referente a las paralelas se convertia de este modo en
un eslabdn ajeno al sistema; como un recurso cuyo fin era llenar una laguna del
encadenamiento logico. A ojos de los gedmetras tomaba la forma de un teorema
empirico de cuya certeza no se dudaba, pero del cual atin no se contaba con una
demostracién. Los estudiosos alejandrinos, arabes y modernos intentaron, a lo lar-
go del tiempo, tratar de encontrar la demostracidn, pero su andlisis llevaba invaria-
blemente a la conclusion de que las demostraciones sucesivas tenian como base
otra suposicidn con frecuencia implicita. S6lo se cambiaba de postulado. Es conoci-
da la forma como la frustracion nacida del intento de lograr una demostracion di-
recta dio lugar a que se intentara una demostracion mediante el absurdo, que pron-
to tuvo fin, recurriendo a la inversion del punto de vista en las primeras geometri-
as no euclidianas.

El alcance epistemologico de las nuevas teorias ha sido considerable. En for-
ma particular, contribuyeron en gran parte a cambiar el centro de interés de la geo-
metria especulativa, llevandolo del contenido a la estructura, de la verdad intrinse-
ca de las proposiciones aisladas a la coherencia interna de un sistema total. La su-
ma de los dngulos de un tridngulo ;es igual, menor o superior a la de dos angulos
rectos? Un gedmetra de la antigiiedad hubiera afirmado que lo correcto era lo pri-
mero y que los otros dos casos eran falsos. Un gedmetra moderno considera que se
trata de tres teoremas distintos que no se excluyen entre si, sino iinicamente dentro
de un mismo sistema, ya sea que el numero de paralelas sea considerado igual,
superior o inferior® a uno, y que incluso pueden ser tolerados dentro de un sistema
debilitado o mas general, en el cual el nimero de paralelas posibles se mantenga

3 El teorema, que es mencionado en la pagina anterior, y que establece la existencia de la paralela,
postula que una recta se puede prolongar indefinidamente, lo cual bien puede rechazarse.
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en suspenso. Que en nuestra escala la experiencia verifique una y so6lo una de las
tres proposiciones concierne sdlo al uso practico de la ciencia, pero no a la ciencia
pura y desinteresada.

La idea asi aparecida con motivo de la teoria de las paralelas, necesaria y
naturalmente necesita extenderse a todo el conjunto de los postulados. Vemos de
este modo como se disocian los dos aspectos de la verdad geométrica hasta enton-
ces mezclados desusadamente. Un teorema geométrico era considerado a la vez co-
mo un informe acerca de las cosas y una elaboracion del espiritu, una ley de la fisi-
ca y parte de un sistema logico; una verdad acabada y una verdad de la razén. De
estas parejas paradojicas la geometria tedrica hace a un lado, decididamente, el pri-
mer elemento que asigna a la geometria aplicada. Para los teoremas no existe ya
una verdad aparte y, por decirlo asi, una verdad atémica. Su verdad reside tinica-
mente en su integracion al sistema. Es por eso que algunos de los teoremas que se
consideran incompatibles entre si pueden ser verdaderos siempre que queden
referidos a sistemas distintos.

Y, en lo que respecta a los sistemas, no se trata ya de que éstos sean verdade-
ros o falsos, sino exclusivamente en el sentido 16gico: coherencia o contradiccion
interna. Los principios que los rigen no constituyen sino meras hipotesis en la
acepcion matematica de este término. Sélo han sido sentados mas no demostrados,
no son dudosos, como es el caso de las conjeturas de un fisico, sino que se encuen-
tran mas alld de lo verdadero y de lo falso, como una decisiéon o una convencion.
La verdad matematica toma de este modo un cardcter global, el de un contenido
vasto en el que la unificacion de todos los principios constituye el antecedente y, el
de todos los teoremas, el consecuente.

Dentro de la interpretacién comtn y corriente, una demostracion matemati-
ca era categorica y apodictica. Afirmaba: estos principios son verdaderos absoluta-
mente y la proposicion que de ellos deduzco es, en consecuencia, también verdade-
ra. Aristoteles la denomind “el silogismo de lo necesario”. En la actualidad afirma
que solo si se da arbitrariamente por sentado tal conjunto de principios, éstas son
las consecuencias que, formalmente, resultan. La necesidad no radica mas que en el
lazo logico que une las proposiciones y se ha retirado de ellas. Las matematicas se
han convertido, en palabras de Pieri, en un sistema hipotético-deductivo.

3. LAS FIGURAS
Seguin Euclides, el postulado de las paralelas invocaba, claramente, a la intuicion
espacial, si bien aparentemente excepcional. De hecho se le invoca a lo largo de to-

das las demostraciones, por lo que Poincaré podia decir con toda justicia que en esa
construccidon enorme, en la que los antiguos no encontraban falla alguna de carac-
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ter 10gico, todas sus partes se deben a la intuicion. Y, en cierto sentido, nada era
mas manifiesto, como lo atestiguan las mismas figuras. Pero en el texto no queda
esto expresado tan claramente, sino que hace creer que las figuras no se encuentran
alli como meros auxiliares del razonamiento, y que, de cierto modo, duplican la
demostracion logica recurriendo a una ilustracidon apreciable sin que le sean indis-
pensables. No hay nada de eso. Eliminese la figura, trazada o imaginada, y la de-
mostracion cae por tierra. No vayamos mas alla de la primera demostracién de Eu-
clides que constituye un problema: construir un triangulo equilatero sobre el seg-
mento de la recta AB. Trace dos circulos cuyo radio es AB. El centro de uno de ellos
es Ay el del otro B. El punto de interseccion M, cuya distancia de AB es el radio
AB, constituira el tercer vértice que se busca. Pero para quien no ve o no se repre-
senta mentalmente tal figura la demostraciéon no es completa: ;como puede uno
saber si los dos circulos se cortan? La existencia del punto M ha sido mostrada, no
demostrada.

Mucho se ha discutido acerca de si tomar en cuenta las figuras resultaba
esencial a la especulacién geométrica. Si se toman como modelo las demostracio-
nes geomeétricas clasicas resulta entonces cierto que la intuicion —la contemplaciéon
y la propia construccion— debe intervenir. Esta era, como es sabido, una de las
tesis sobre la que Kant construyd la base de su Critica, en la que decia, “dése a un
filosofo la idea del tridngulo, considerard las ideas mas elementales acerca de la
linea recta, del angulo, del namero 3, y jamas descubrira con lo anterior que la su-
ma de sus angulos sea igual a dos angulos rectos”. Formulese ahora el problema a
un gedmetra: formara un tridngulo, prolongara uno de sus lados, etc., y obtendra el
resultado mediante un encadenamiento de razonamientos guiado continuamente
por la intuicidn. Tesis semejantes han sido retomadas por Cournot, Goblot y, mas
refinadamente, por los matematicos intuicionistas modernos. No obstante, es posi-
ble llegar a otra conclusion: si se considera que el llamado a la intuicion constituye
una falla dentro de una construccion que ha sido presentada como légica, uno se
propondra corregir los métodos clasicos de demostracion de modo que se sustituya
la intuicién por su equivalente intelectual, lo cual por lo demas le resulta necesario
dentro de las nuevas geometrias en las que los espacios no se dejan ya representar
por la intuicion.

Cuando se hace necesario recurrir a las figuras, esto se hace claro porque re-
sulta evidente que el ojo dice cosas que el texto, que se dirige solo a la inteligencia,
sobreentiende. Es tal la fuerza de la intuicion que no se hace sentir su ausencia. Por
ejemplo, no hace ni un siglo que se hizo notar que en parte alguna Euclides enun-
cié la proposicion siguiente y que, sin embargo, no deja de utilizar: si una recta
tiene dos puntos dentro de un plano, éste la contiene en su totalidad. En las exposi-
ciones de la geometria cldsica, un analisis atento logra descubrir una gran cantidad
de proposiciones implicitas. En primer lugar las de existencia, la posibilidad de ela-
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borarla dentro de la intuicion demuestra, seguramente, que la idea de la que se tra-
ta no incluye una contradiccion. Pero se trata de una prueba de hecho y no de una
justificacion racional. A continuacion, las proposiciones referidas a la congruencia,
y que se encuentran implicadas en operaciones diversas a las que el gedmetra se
entrega mentalmente, como hacer retroceder una figura para hacerla coincidir con
su trazo. En los Elementos no se enuncia en forma expresa mas que una sola propo-
sicion de esta naturaleza y que, por otra parte, se encuentra clasificada entre los
axiomas. Mencionemos también las proposiciones en las que se enuncian propie-
dades topoldgicas, esto es, las que se refieren al orden y la continuidad, dejando de
lado toda consideracién a los dngulos y a la métrica.*

Euclides y sus continuadores hasta el siglo Xix silenciaron por lo general ta-
les propiedades empledndolas, no obstante, a cada paso, pues la figura las sugeria
suficientemente. Queda claro que un método riguroso no puede permitir que la in-
tuicion se emplee continuamente como un recurso, sino que demanda que todas
las propiedades supuestas se enuncien claramente como proposiciones, aquellas
que queden demostradas serdn consideradas como teoremas y las restantes au-
mentaran el numero de los postulados.

4. LOS AXIOMAS

Al lado de los postulados se colocan, por lo general, los axiomas para completar los
principios de la geometria. Son el otro nombre que se da a las “nociones comunes”
y a las definiciones de Euclides. ;Desde el punto de vista de la ldgica tal ordena-
miento queda justificado?

La diferencia entre axioma y postulado ha sido, con frecuencia, poco clara.
Comunmente ambas expresiones fueron, y siguen siendo, tomadas indiferente-
mente una por otra. Prueba de esto es el mismo nombre de la axiomatica que, sin
duda, podria llamarse, con mayor precision, postuldtica. Los editores de los libros
de Euclides encabezan los Elementos con aquellas propiedades que el griego
postuld a lo largo de sus demostraciones, y las han colocado tanto a continuacion
de las “peticiones” como después de las “nociones comunes”. En la medida en que
se diferencia del postulado, el axioma comprende en primer lugar la idea de una
prueba intelectual. En tanto, el postulado constituye siempre una proposicion sin-
tética cuya contradictoria, dificil o imposible de imaginar, queda, de todas formas,
como algo concebible; el axioma seria una proposicion analitica que resultaria ab-

4 Consideremos una figura dibujada sobre una lamina de hule, la cual se pueda doblar y estirar. Las
propiedades de la figura que se mantienen sin variacion son las topoldgicas. Por ejemplo, de cuatro
puntos situados sobre una curva continua y abierta, si C se encuentra entre A y D, y si B entre A 'y
C, entonces B se encuentra entre A y D.
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surdo negar. Ademas, su funcion seria exclusivamente la de un principio puramen-
te formal que regularia el paso del razonamiento aunque sin ofrecerle, al contrario
de los demas principios, sustento alguno. Estas dos ideas se conjuntan en la tesis,
propalada por mucho tiempo —aunque nunca justificada mediante un andlisis
exacto—, que convertia a los axiomas en meras especificaciones de las leyes ldgicas
que se aplican a la cantidad.

Ahora bien, la idea de evidencia despierta cada vez mads la desconfianza del
matematico. El sentimiento de evidencia resulta engafoso y su dominio varia de
acuerdo con el temperamento intelectual de cada quien. Si uno intentara buscar
apoyo en é€l, los espiritus inclinados hacia lo intuitivo solicitarian, indudablemente,
que mas de una demostracion fuera suprimida; que, para ellos, resultara menos
evidente el teorema que justifica tal demostracion. Aquellos que fueran mas exi-
gentes se negarian a reconocer como incondicionalmente necesario tal teorema. Re-
sulta cierto que algunos axiomas euclidianos han experimentado una cierta degra-
dacién: uno de ellos el que enuncia que el todo es mayor que la parte y, que en
cierto sentido, no es valido® sino para los conjuntos que son considerados finitos, y
que podria servir, como ha sido sugerido, para definir tales conjuntos. De este mo-
do, no se trata ya de una proposicion analitica sino de una convencion destinada a
delimitar un campo determinado y a la que no esta sujeta el espiritu. Por otra par-
te, el papel que se ha hecho desempenar a la evidencia por un tiempo bastante lar-
go se encuentra ligado al ideal de las matematicas categoricas, dentro de las cuales
aquello que no esta demostrado debe, de algin modo, demostrar sus titulos para
ser considerado verdadero. Esto queda afinado dentro de una idea hipotético-
deductiva cuyo centro es la coherencia logica mas que la verdad absoluta. Al colo-
car de este modo en primer plano la idea de sistema, se hace necesario reducir a un
numero menor las proposiciones independientes. Pero si uno se empefia de este
modo en la demostracion de los sistemas, esto se hace con un espiritu muy distinto
al que inspir6 a Leibniz cuando se formuld la misma exigencia, puesto que no se
trata ya de reducirlos a proposiciones idénticas con el fin de hacer resplandecer su
evidencia, sino meramente de reducir la base del sistema al minimo haciendo apa-
recer los principios de los cuales se derivaran los sistemas en forma intuitiva y me-
nos evidente que aquéllos.

Estas tltimas consideraciones tienen valor, ciertamente, en lo que se refiere a
la verdad material de las proposiciones y pierden fuerza al ser aplicadas a los prin-
cipios formales o reguladores. La teoria clasica carece aun de claridad sobre este

5 Dentro del sentido en el cual “es mayor que”, se entiende: “tiene una potencia superior a” (véase
la nota del inciso 26). Asi, el axioma deja en efecto de valer para los conjuntos infinitos dentro de los
cuales, no obstante, el todo “contiene en exceso” a la parte.
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punto. Coloca los axiomas en situacion intermedia entre las proposiciones logicas y
las geométricas.

Las primeras tienen cardcter regulador y se refieren a la cantidad al igual
que las segundas. Pero, o bien pueden ser obtenidas mediante la aplicacion de los
principios de la logica a las ideas iniciales de las matematicas y, en ese caso hacerlo
elimindndolas del niimero de las proposiciones primeras de la geometria y contar-
las como meras proposiciones de logica aplicada; o bien se rebelan contra esta
reduccion y su resistencia se hace manifiesta en su caracter de postulados. Convie-
ne, entonces, disociar los sistemas de modo que parte de ellos pase a los postulados
y la otra quede fuera de la geometria. No les quedara ya lugar entre los principios
de la geometria, al mismo nivel y junto a los postulados.

5. LAS DEFINICIONES

Con menor razon es necesario incluir las definiciones entre los primeros principios.
Puede encontrarse aqui un error logico considerable que un momento de reflexion
basta para disipar. Queda justificado el recurso de las proposiciones primeras de
invocar la imposibilidad de que todo pueda ser demostrado. O las mismas razones
que pueden hacerse valer para una demostracién tienen el mismo valor para la
definicion. Un término se define mediante otros términos y éstos, a su vez, median-
te otros términos, de modo que para impedir que se produzca una regresion al infi-
nito se hace necesario detenerse en algunos términos ain no definidos, del mismo
modo que las demostraciones necesitan apoyarse en algunos términos ain no de-
mostrados. Estos términos irreductibles constituyen, por retomar una proposicion
de Russell, una especie de alfabeto geométrico. Sirven para deletrear, esto es, en-
tran como elementos para componer las definiciones, mas son indefinibles, y éstos
son los que es necesario enunciar al frente de la teoria deductiva y de ninguna ma-
nera las definiciones que intervendrdn, mas tarde, para sustituir con un término
nuevo y mas simple, una expresion elaborada, en forma directa o por medio de
definiciones intermedias, mediante la ayuda de los términos primeros, de la misma
forma en que intervienen las demostraciones para justificar proposiciones nuevas
con ayuda de las proposiciones primeras.®

Del mismo modo, las “definiciones” iniciales de Euclides solo tienen de defi-
niciones la apariencia. Pueden reducirse a meras descripciones empiricas semejan-
tes a las de un diccionario cuyo objeto fuera dirigir el espiritu a la idea de que se
trata. Propiamente se trata de designaciones. Es por esto que casi no logran satisfacer

¢ Tal analogia funcional entre definicion y demostracion fue bien apuntada por Pascal en su De
lesprit géométrique.
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la funcion que al parecer se les asigna, la de enunciar propiedades fundamentales
que se utilizardn con el fin de obtener a partir de ellas todas las demds dentro de
las que figurard el término definido.

Euclides hace la definicion siguiente de la linea recta: la que descansa igual-
mente sobre sus dos puntos. Heron la sustituye con la siguiente definicion al pare-
cer mas clara: el camino mas cercano o mas corto entre dos puntos. Leibniz hace
notar con toda razon que en la mayoria de los teoremas que se apoyan sobre la
linea recta no se hace uso de ninguna de esas dos propiedades. Asi, por una parte,
tales definiciones resultan superfluas y, por la otra, ocultan la ausencia de las pro-
posiciones que enuncian las propiedades utiles, como la siguiente, que explicaran
posteriormente los editores de Euclides: dos rectas no encierran un espacio. Tal fal-
ta de acuerdo entre las propiedades enunciadas en la pseudodefiniciéon y las pos-
teriormente utilizadas con efectividad, integran una falta de logica que resulta muy
grave pues hace nacer la sospecha acerca de la identidad de la nocion. ;Qué puede
asegurarnos que la linea recta de la que hablan los teoremas sea la misma que se
demandaba presentar a la definicion?

Las exposiciones clasicas de la geometria, ya se trate de definiciones falsas
iniciales o de definiciones verdaderas ulteriores, y dicho esto en forma general, co-
meten con frecuencia el error de presentar como férmulas en apariencia simples y
en las que se mezclan dos enunciados de naturaleza totalmente distinta, una pro-
posicion y una denominacion. No cabe duda de que en esta confusion se encuentra
el origen de la tesis propagada durante mucho tiempo y segtn la cual las definicio-
nes son los principios fecundos de los cuales los teoremas obtienen toda su sustan-
cia. Véase la definicion niimero 15 de Euclides: un circulo es la figura plana termi-
nada por una linea tal que todas las lineas rectas que la unen en un determinado
punto interior a la figura son iguales entre si. Esto quiere decir dos cosas: 1) es
posible terminar una figura plana por una linea recta tal que, etc., y 2) se denomi-
nara circulo a una figura tal. Este tltimo enunciado, para el que seria mdas propio
guardar el nombre de definicién, dado que el primero es, de hecho, una asercion,
pertenece exclusivamente al lenguaje y, en rigor, no aporta un contenido nuevo a la
ciencia de la geometria. Se trata de una decision o de una convencion que acorta el
discurso y que por lo tanto puede justificarse por su comodidad aunque no tenga
nada que ver con la verdad. No se sigue de aqui que, arbitrariamente, pueda uno
afirmar la proposicion correspondiente: aquella es verdadera o falsa y, en este caso,
origen de verdades o contradicciones posteriores. Asi, si se descarta el llamado a la
intuicion, bastante claro, considerandolo inadecuado, se hace necesario demostrar-
la como teorema o establecerla como un postulado.

La utilidad de esta exigencia logica se vera mucho mejor si la definicion
retine bajo el mismo término un nimero mayor de propiedades heterogéneas, pues
de este modo no basta que cada una de ellas sea posible, sino que resulta necesario
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que, dentro del conjunto, sean integrables. Si uno no confirma su compatibilidad
queda expuesto a cometer lo que fue denunciado como “error de definiciéon com-
pleja” de acuerdo con Saccheri, como si se intentara definir un poliedro regular cu-
yas caras fueran hexagonos.

6. DEMOSTRACION Y DEFINICION

De este modo, parece ser que en el punto de partida de una teoria deductiva que
haya sido pensada de modo que satisfaga las exigencias logicas, figuraran no so6lo
los tres principios tradicionales: definiciones, axiomas o postulados, sino de propo-
siciones no demostradas —que en forma indiferente podran ser denominadas axio-
mas o postulados— y los términos no definidos. Todo el trabajo posterior consistira
en elaborar a partir de ahi nuevas proposiciones que deberan ser justificadas recu-
rriendo a demostraciones y términos recién acufiados fijados mediante definicio-
nes. Demostracion y definicion son, en consecuencia, las dos operaciones funda-
mentales por medio de las cuales puede desarrollarse una teoria deductiva. Pero,
(qué condiciones debe llenar una buena demostraciéon o una buena definicion? Tal
cosa dependera del fin asignado a estas operaciones. Y, ahondando en este punto,
las exposiciones clasicas de la geometria con frecuencia carecen de claridad. Parece
que se proponen, al mismo tiempo, dos cosas distintas que no necesariamente se
concilian. En este caso, sin duda, la confusién no puede imputarse a Euclides sino
al ya muy prolongado uso pedagogico que se ha hecho de sus trabajos. Pero se
tiende también a mantener ese rasgo de la geometria clasica de intentar unir la ver-
dad material de las proposiciones con la verdad formal de su concatenacion, la
exactitud empirica y el rigor légico.

Si se coloca en primer plano la verdad del contenido, la demostracién y la
definicién se convierten en simples medios para establecerla. El papel que desem-
penara la demostracion sera el de hacer concebir con toda precision el sentido de
los términos que integran las proposiciones; y el de la demostracion hacer que se
admita la verdad de éstas. De este modo puede decirse que la definiciéon y la de-
mostracion dependen, hablando con propiedad, de la retdrica, y su funcion resulta,
esencialmente, psicoldgica, ya sea pedagogica o didactica. Por lo contrario, en la
otra hipodtesis sdlo tienen una funcion logica, la de reunir todos los términos y to-
das las proposiciones de modo que integren un conjunto sistematico. Queda claro,
desde el principio, que las dos exigencias, eficiencia psicologica y rigor 16gico, tiran
en ocasiones en direcciones opuestas, pues tan pronto se vincula uno a la primera,
el valor de una demostracion o de una definicion se hace relativo e incluso doble-
mente relativo. Una demostracién o una definicion no pueden ser mas buenas o
mas malas sino s6lo mejor o menos buena que otra, y tal cualidad varia de acuerdo
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con el lector o el oyente. En términos pedagogicos, la definicion o la demostraciéon
buena es la que el alumno entiende. Y esto nos puede llevar muy lejos: para un ni-
no la definicion verdadera de una elipse no es la que aprende de memoria, sino
que se pareceria mas a lo que expresaria como “un circulo alargado”. La demostra-
cidén buena no es la que apunta en su cuaderno sino la figura que va acompanando-
la. Si el argumento mas eficaz es solo el de la demostracion buena, jdonde tendra
uno que detenerse? Es conocida la anécdota del preceptor de un principe que, al
ver terminados sus recursos, hizo que su teorema fuera admitido al exclamar con
irritacion: “;Sefior mio, os doy mi palabra de honor

Todo parece indicar que, entre los mismos matematicos, ambas funciones no
siempre han estado disociadas en forma clara. De otro modo no se entenderia que
mas de uno haya compartido el asombro que provoca en el lego una demostracion
de Euclides: ;por qué ese afan de convencernos mediante un razonamiento dificil
de asuntos de los que estamos perfectamente seguros o, también, de demostrar lo
mas evidente recurriendo a lo menos evidente? La Ldgica de Port Royal cuenta en-
tre “los defectos que de ordinario pueden encontrarse en el método de los gedme-
tras, probar cosas que no requieren de prueba”. Algunos buscan explicaciones y
excusas, entre ellos Clairaut:” “Que Euclides se tomo el trabajo de demostrar que
dos circulos que se cortan no tienen el mismo centro, y que en un tridngulo que se
encuentra encerrado en otro la suma de sus lados es mas pequena que la del tridn-
gulo que lo encierra. Uno no debe sorprenderse de esto, pues este gedmetra tenia
que convencer a sofistas muy tercos que gustaban lucirse rechazando las verdades
mas evidentes. En consecuencia, resultaba necesario que la geometria tuviera, al
igual que la légica, la ayuda de razonamientos de mala fe” Y afiade Clairaut: “Pero
actualmente las cosas han cambiado y todo razonamiento que cae dentro de lo que
el buen el buen sentido ha decidido de antemano resulta hoy en una pura pérdida
y solo resulta adecuado para oscurecer la verdad y molestar a los lectores.” La mis-
ma idea fundamental del papel que desempefia la demostracién puede encontrarse
en el fildsofo Schopenhauer quien, con menos indulgencia, considera francamente
“absurdo” el método de Euclides y su mania de sustituir la intuicion por el discur-
so. Afirma que esto es como si un hombre se cortara las piernas para poder cami-
nar con muletas.

No obstante, el “absurdo” que alli se encuentra, ;no deberia hacernos sospe-
char acerca de si probablemente uno se equivoca con respecto a las intenciones de
Euclides? Que sea posible, como lo hace Pascal, observar el razonamiento geomé-
trico como un modelo del arte de convencer. El mismo parte del hecho de que per-
suadir no quiere decir que eso sea su funcion primera y esencial. Sabemos en efecto
que muchas de las proposiciones de Euclides eran ya conocidas antes de que él las

'Il

7 Eléments de géométrie, 1741, apud, F. Gonseth, La géométrie et le probléme de I'espace, t. 11, p. 141.
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expusiera y casi no existe duda alguna de que todos los expertos las hayan conside-
rado verdaderas. Solo requerian ser organizadas en forma légica, unirlas mediante
una malla bien cerrada. Euclides, al parecer, es lo que intent6 hacer y, en todo caso,
lo que hizo. Tal es el proposito cada vez mas afirmado por el matematico. “Desde
los tiempos de Clairaut las cosas han cambiado de aspecto” nuevamente. “Dentro
del sistema de todos los juicios verdaderos”, escribia Bolzano, “impera una cone-
xién objetiva que es independiente respecto a la contingencia de que la conozca-
mos de manera objetiva; y por tal conexion ciertos juicios constituyen la base de
otros.”®

En adelante, ir desprendiendo tales conexiones objetivas parecia ser el fin
verdadero de la teoria deductiva. Al tiempo mismo que la certidumbre subjetiva se
deja a un lado la verdad material de las proposiciones; de este modo las matemati-
cas se convierten en hipotético-deductivas. Desde los inicios del siglo XIX la separa-
cidén entre ambas concepciones, la ciencia y la demostracion matematica, fue sefia-
lada en forma perfectamente clara por Dugald Stewart’ filésofo olvidado por el
descrédito en que cayo la escuela escocesa: “En las matematicas nuestros razona-
mientos... no tienen ya como fin comprobar verdades acerca de existencias reales,
sino determinar la filiacion logica de las consecuencias que se derivan de una hipo-
tesis determinada. Si a partir de esta hipdtesis razonamos con toda exactitud, queda
manifiesto que no le podria faltar nada a la evidencia del resultado, pues éste se
limita a afirmar un enlace necesario entre suposicion y conclusién... De tales pro-
posiciones no puede decirse que sean verdaderas y falsas por lo menos en el sentido
en que se denomina proposiciones relativas a los hechos... Cuando se dice de estas
proposiciones que unas son verdaderas y las otras falsas, tales adjetivos califican sélo
su conexion con los data, no su relacion con las cosas que existen en la realidad o
con acontecimientos futuros.”

Del mismo modo que la definicion se mueve entre ser una funcion psicologi-
ca (la forma de determinar el asentimiento) y una funcién ldgica (organizar en un
sistema las proposiciones), también la definicién se coloca en ocasiones dentro del
plano de pensamiento, en otras en el del discurso y, con mucha frecuencia, intenta
hacer ambas cosas. Se dirige, tal como lo sugiere su nombre, a delimitar la com-
prension de una idea, pero también a sentar una equivalencia logica entre un tér-
mino recién acufiado y el conjunto de términos ya aceptados, de este modo el me-
dio se transforma en un nuevo fin que se afiade frecuentemente al primero, pero
sin eliminarlo. Viene de aqui la confusion que puede observarse en las matematicas
casi contemporaneas. Recordemos la burla que hizo Poincaré acerca de la defini-

8 Philosophie der Mathématik, 1810, apud, Cavailles, Méthode axiomatique et formalisme, pp. 46-47.
9 Eléments de la philosophie de lesprit humain, vol 11, 1813, traduccién del alemén al francés de L.
Peisse. Los subrayados son del autor.
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cién del namero 1 en la aritmética que se encuentra simbolizada en la Escuela de
Peano: “Se trata de una definicion que es eminentemente muy propia”, afirma
ironicamente, '’ “jpara quienes jamas hayan oido hablar de este nimero

Uno de los primeros beneficios que se obtendran a partir del método

'/l

axiomatico serd el de eliminar tales confusiones al separar las matematicas puras,
que son una ciencia formal, de las matematicas aplicadas, que son una ciencia de lo
real. O, por decirlo en términos mas claros, obligando a que se tome partido y se
escoja entre dos lecturas de una misma teoria matematica, ya sea que uno se intere-
se en ella por coherencia ldgica o como verdad empirica.

10 Science et méthode, p. 168.
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II. LAS AXIOMATICAS INICIALES

7. EL NACIMIENTO DE LA AXIOMATICA

En tanto que la geometria intentaba, recurriendo a sus proposiciones ensefiar ver-
dades, la forma racional que se ha dado a la presentacion de la ciencia podria tener
la apariencia de una especie de refinamiento intelectual, considerandose entonces
el encadenamiento 16gico s6lo como el medio para lograr proposiciones verdade-
ras, o bien que fueran aceptadas ajustandose a una suerte de argumentacion retéri-
ca ex praecognitis et praeconcessis que hacia aceptable algunos defectos de rigor,
puesto que éstos eran suplidos por la intuicién. Asi se alcanzaba el resultado y no
se comprometia la certidumbre de la ciencia. La pluralidad de geometrias existen-
tes en la actualidad hace que no ocurra ahora lo mismo, dado que se pierde interés
en la verdad material del contenido, y la validez de una geometria se hace descan-
sar sobre la armazon logica y cualquier falta hace que ésta se derrumbe, puesto que
son violadas las reglas del juego si uno se apoya en la intuicion.

Otra razén impulsaba en el mismo sentido incuso a aquellos que continua-
ban dando importancia esencial a la verdad extrinseca de las proposiciones: la des-
confianza creciente que provocaba la intuicion espacial. Toda la historia de la geo-
metria es testigo de la tendencia continua a limitar mds y mas sus alcances y a ha-
cer crecer, en proporcion, sus exigencias logicas. En el siglo Xix, la “aritmetizacion
del andlisis” imprimi6 a este movimiento una aceleracién considerable a la que
contribuy¢ el surgimiento de las geometrias opuestas a la intuicion. De este modo
se produjeron apartamientos notables entre las sugerencias mentirosas de la intui-
cién y lo que la demostracidn nos ensefiaba sin que cupiera duda. Una proposicion
que todos tomaban por verdadera aparecia equivocada, y otra que hubiéramos
aceptado sin vacilar deberia ser probada. Por citar sdlo dos ejemplos famosos,
resulta falso que a una linea curva continua siempre se le pudiera trazar una tan-
gente (Weiertrass); también puede ser cierto que una linea curva, que no tenga nin-
guna anchura, pueda cubrir la superficie total de un cuadrado (Peano).

Pasch, en 1882, intentd lograr la axiomatizacion inicial de la geometria. Si
bien la solucion que ofrecio presenta una cantidad considerable de fallas, debidas
en buena parte a que el autor mantuvo la misma actitud del empirismo clésico, al
menos plantea claramente cudl es el problema: “Resulta necesario para que la geo-
metria logre transformarse en una ciencia deductiva, que el modo de extraer una
consecuencia sea, en todas sus partes, independiente de la idea del concepto geo-
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métrico. Al hacer una deduccién, bien puede resultar conveniente y tutil razonar
acerca del significado de los conceptos de la geometria mas usuales, pero esto de
ninguna manera es necesario cuando en la deduccion se presenta una laguna y (si no
es posible suprimir tal laguna alterando el razonamiento) si las proposiciones que
han sido tomadas como medios de prueba resultan insuficientes.!!

Ponemos a continuacion las condiciones fundamentales que, para que se le
considere verdaderamente rigurosa, debe llenar una exposicion deductiva:

1) Que los términos primeros, con los cuales se propone uno definir a todos los
otros, sean enunciados claramente.

2) Que las proposiciones primeras, con las cuales se propone uno demostrar
todas las otras, sean enunciadas claramente.

3) Que las relaciones que se enuncien entre los términos primeros sean solo
relaciones ldgicas y que se mantengan independientes del sentido concreto
que pueda darse a los términos.

4) Que sean solo estas relaciones las que puedan intervenir en las demostracio-
nes en forma independiente del sentido que tengan los términos (esto prohi-
be, particularmente, tomar en préstamo cualquier cosa concerniente a la
consideracion de las figuras).

8. LA ANTERIORIDAD DE UN SISTEMA

Las reglas establecidas por Pasch conllevan la distincion clara entre términos y pro-
posiciones propias al sistema axiomatizado y aquellos que, logicamente, le son ante-
riores. Si, por ejemplo, estamos tratando con la geometria, los términos propiamen-
te geométricos que figuren en las proposiciones primeras no pueden, por supuesto,
formar proposiciones salvo en el caso de que se encuentren unidos entre ellos por
palabras que desempernien una funcion ldgica, por ejemplo, el, todo, no, es un, si, en-
tonces, etc. Del mismo modo, las demostraciones no invocan sdlo a las proposicio-
nes del sistema puesto que, para integrarlas en demostraciones, resulta necesario
recurrir a las reglas logicas del encadenamiento, como aplicar la regla de la transiti-
vidad de la implicacién (si a implica b y si b implica a ¢, entonces a implica a c). El
conocimiento —si bien no teodrico sino al menos operatorio— de la 16gica queda en-
tonces presupuesto en este caso. En relacién con la ciencia axiomatizada de tal for-
ma, a la 16gica se le da el nombre de anterior.

Un sistema geométrico, aparte de la ldgica, da por supuesto a la aritmética,
pues para definir un tridngulo es necesario utilizar el tres; asimismo, para demos-
trar que la suma de sus angulos es igual a dos rectos, se hace necesario admitir la

1 M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, 1882, p. 98.
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validez de los teoremas aritméticos relativos a la adicién. En forma general, se de-
nominard anteriores a un sistema axiomatico a todos los conocimientos del sistema
asi llamado. Se vera entonces que si una axiomatica aparece como un sistema pura-
mente formal, los conocimientos que necesita para constituirse son nociones enten-
didas en la totalidad de su sentido, asi como tesis tomadas en su verdad material.
Recurrir a los conocimientos anteriores, especialmente si no se expresa de-
claradamente, choca con el espiritu de la axiomatica, que se impone como deber
tratar de explicarlo todo, sin que nada quede presupuesto. Queda claro que esto se
puede matizar mediante el recurso de enumerar, al iniciar una axiomatica, las cien-
cias que se presuponen. Tal formalidad no basta en forma alguna para resolver la
infinidad de problemas que emergen aqui y cuya determinacion resultard funda-
mental para los posteriores desarrollos de la axiomatica. En especial, ;sera posible,
como sugiere de inmediato el afan de conseguir una logica pura, remontar la axio-
matizacion de la ciencia hasta un punto altimo, de la geometria a la aritmética y de
ésta a la logica con el fin de absorber los conocimientos que se han utilizados hasta
entonces como anteriores —y que en consecuencia se mantienen como exteriores—
a la axiomatica y eliminar asi por completo toda presuposicion intuitiva? O de otro
modo, los conocimientos elementales de ldgica e incluso de aritmética, ;no se les
utilizaria en forma necesaria a titulo operatorio en la construccion de las axiomati-
cas? O, dicho de otro modo, los conocimientos elementales de logica e incluso de
aritmética ;no se les utilizaria necesariamente en la elaboracion de las axiomaticas
logicas y aritméticas? Poincaré apuntaba que resulta dificil “hacer el enunciado de
una frase sin colocar un ntimero o, por lo menos, la palabra varios o, en ultima
instancia, una palabra en plural”.!? El aritmético y el 16gico numeran sus proposicio-
nes y teoremas, cuentan el nimero de sus nociones primeras. Y lo que es cierto en el
caso de las nociones aritméticas con mayor razon lo es para las nociones légicas.
Por otro lado, no siempre resulta facil delimitar con precision la frontera en-
tre lo que son las nociones propias de una ciencia y las que le resultan anteriores.!?
Podemos leer por ejemplo en un tratado de geometria: “La recta a pasa por el punto
A.” La frase pasa por pertenece aparentemente al vocabulario de la geometria; pero
como es posible evitarla al decir: “El punto A pertenece a la recta a”, y que la perte-
nencia de un individuo a una clase (si se considera a la linea como una clase de
puntos) es una nocion légica, el término pasa por debe en este caso ser incluido en-
tre los términos logicos. Un poco mads alld podemos leer las dos frases: “Si un pun-
to estd dado fuera de un plano”, etc., y también: “Si un punto esta dado fuera de una
superficie esférica”, etc., ;cdmo se puede clasificar ese fuera de? En el primer caso

12 H Poincaré, Science et méthode, p. 166.
13 Los ejemplos puestos a continuacion son de Padoa, “La logique déductive”, Rev. de Métaph. Et de
Morde, nov. de 1911, pp. 830-831.
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citado simplemente se dice que el punto no pertenece al plano, tratdindose entonces
de un término légico. Pero en el segundo caso lo que se quiere decir es algo mas.
No sélo que no pertenece a la superficie de la esfera sino también que no se en-
cuentra situado en el interior de ésta. Por tanto, el mismo término debe ser conside-
rado como propio de la geometria.

Podria creerse que la enumeracion hecha por separado de los términos de
un sistema resultaria totalmente superflua, puesto que tales términos no son los
que se pueden encontrar en las proposiciones primeras. Cierto es que en las prime-
ras axiomaticas no siempre solia tomarse tal precaucion.* En algunas ocasiones
resulta dificil reconocer en las proposiciones cudles son los términos propios de la
teoria, por lo que, se comprende, es necesario dar una lista exacta de ellos.

9. INDEFINIBLES E INDEMOSTRABLES. LOS SISTEMAS EQUIVALENTES

Una de las caracteristicas que definen en forma mas visible que una teoria deduc-
tiva ha sido puesta en forma axiomatica es, como se ha visto, que se comienza a
despejar y enunciar en forma expresa y exhaustiva lo que son los indefinibles y los
indemostrables de la teoria. Tal formulacion demanda empero, si bien no correccio-
nes, al menos alguna interpretacion.

En primer lugar, no resulta logicamente necesario que todos los términos
fundamentales y los postulados se presenten en conjunto desde el principio de la
teoria y que queden agotados antes de que se inicien las definiciones y demostra-
ciones. En vista de que una teoria axiomatizada alcanza un buen grado de comple-
jidad, un procedimiento semejante pondria en riesgo la exposicion sin lograr venta-
ja logica alguna. En tal caso se considerara con frecuencia preferible avanzar en
grados sucesivos y no ir presentando las nuevas nociones fundamentales con los
postulados correspondientes a medida que vaya siendo necesario, ya sea en forma
aislada o en grupo, con la condicion bien entendida de que todo se haga en forma
muy clara. Falta decir que la mencién de términos atn no definidos y de las propo-
siciones no demostradas, debe preceder siempre la de los términos y las proposi-

14 Se daba también, indudablemente, dentro de esta diferencia de tratamiento entre términos y pro-
posiciones, el efecto del curioso retardo de la teoria de los términos, del cual encontramos ya una
manifestacion en la costumbre secular de enumerar las definiciones dentro de los principios. Al res-
pecto, Padoa hace la observacion de que, si se dispone desde hace mucho tiempo de la voz postu-
lado, con que se designan las proposiciones no-demostradas, no se ha inventado una voz que desig-
ne los términos no-definidos, dado que esta expresidn se usaba tan poco que no se consideraba ne-
cesario abreviarla. La palabra teorerma, que carece de una voz para designar los términos definidos,
se encontraria en el mismo caso.
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ciones de éstos derivadas, mediante demostracion o definicion, y es s6lo en este
sentido relativo que merecen ser definidos como primeros.

Del mismo modo que las palabras primero y comienzo, indefinible e indemostra-
ble solo deben ser entendidas en sentido relativo. Existe la tendencia creciente a
evitarlas de modo que se eviten las equivocaciones. Un término no puede ser inde-
finible del mismo modo que una proposicién no puede ser indemostrable, salvo al
interior de un sistema que ha sido estructurado en una forma determinada, y de
manera continua pueden constituir el término de una demostraciéon o una defini-
cién, siempre que se modifiquen adecuadamente las bases del sistema. Tengamos
siempre en cuenta el ejemplo de la geometria euclidiana: no resulta imposible de
ninguna forma demostrar en ella el postulado de las paralelas. De este modo, en
lugar de demostrar por medio de aquella que la suma de los dngulos de un tridn-
gulo es igual a dos rectos o que a toda figura se le puede hacer corresponder una
figura semejante de cualquiera magnitud o que por todo punto interior de un an-
gulo es posible trazar una recta que corte ambos lados, resulta imposible invertir
este orden y podra demostrarse la unicidad de la paralela tomando como postula-
do cualquiera de estas tltimas proposiciones. Del mismo modo, la eleccion de los
términos de la teoria que se instituirdn como fundamentales queda al libre albe-
drio. Un cambio en la lista de los términos primeros basta para determinar el cam-
bio correspondiente en los postulados, pues éstos enuncian relaciones entre esos
términos.'®

Resulta necesario entonces vigilar, al hablar de un sistema deductivo, que no
se confundan dos acepciones de la voz sisterma, esto es, el conjunto de las nociones
y proposiciones que lo integran, ya sean primitivas o derivadas, asi como cualquier
organizacion logica que se le dé.

Un sistema, entendido como el conjunto de las nociones y proposiciones que
lo integran, se presta a una multitud de representaciones axiomaticas. Por emplear
una definicién de Nicod, se trata de algo parecido a un poliedro, que puede des-
cansar sobre gran variedad de bases. Tales sistemas distintos, en el sentido de orga-
nizacion ldgica, reciben el nombre de equivalentes. De este modo, todas las recons-
trucciones axiomaticas de la geometria euclidiana resultan equivalentes, pues en el
fondo contienen el mismo conjunto de términos y proposiciones y solo difieren en
que éstos pueden dividirse en primitivos y derivados. De modo mds general y tam-
bién mas preciso, dos sistemas de proposiciones son equivalentes si cualquier pro-

15 La escuela italiana mediante la analogia, aclaro perfectamente, recurriendo a lo que ya se conocia
respecto a las proposiciones, el caracter, relativo, de una nocion de ser primera. Se vera no obstante
que si bien légicamente la relacién de anterioridad de una proposicion o un término en relacién con
otro es del todo arbitraria, esto no significa que sean validos todos los érdenes. La concepcion de un
orden natural de nociones y aserciones (Pascal y Leibniz) no ha perdido valor si se dirige a un or-
den racional, bien distinguido, de un orden que solo es Iggico.
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posicion de uno de ellos puede demostrarse sdlo con la ayuda de las proposiciones
del otro, y reciprocamente, dos sistemas de términos son equivalentes si cualquier
término de uno puede definirse con la sola ayuda de los términos del otro.

10. LAS DEFINICIONES POR POSTULADOS

El estatuto logico de los postulados queda bastante claro, no quedan afirmados a
titulo de verdades generadoras de otras verdades, sino que solo se les coloca a titu-
lo de hipdtesis que permiten deducir un conjunto dado de proposiciones o de las
que uno se propone investigar las consecuencias que implican. Se sabe que en for-
ma alguna resulta necesario que las proposiciones sean verdaderas y que sean co-
nocidas como tales para que sea posible razonar sobre ellas correctamente; la vali-
dez de un razonamiento es independiente de la verdad de su contenido. La condi-
cién de los términos primeros es un tanto mas dificil porque, si es posible hacer
abstraccion total de la verdad de las proposiciones sobre las que se trabaja, jes po-
sible también hacer abstraccion total del sentido de los términos? ;Cémo afirmar
de ellos algo asi aun a titulo hipotético si para nosotros estan totalmente despoja-
dos de sentido? Y, ;como llegar a un sentido si, por un lado, no podemos definirlos
y si, por el otro, nos negamos a tomar en cuenta su sentido intuitivo previo? Esto
porque si no se obliga uno a olvidar su sentido empirico, preaxiomatico, se corre el
gran riesgo de referirse luego a €l, sin saberlo, dentro del razonamiento y, asi, intro-
ducir subrepticiamente elementos implicitos mas o menos vagos y, sin duda, varia-
bles con cada uno. S6lo nos queda una respuesta: el sentido que tengan lo fijard su
uso en los postulados que enuncian qué clase de relacion logica tienen entre si tales
nociones. Este modo de determinar el valor de un término no puede considerarse
propiamente una definicion pues no establece una equivalencia logica entre el tér-
mino nuevo y una expresion conocida. Mas en vista de que si cumple la funcion de
una definicion, esto es, fijar su significado, puede considerdrsele como una defini-
cién implicita.

Esta nocion se debe a Gergonne. “Si una frase”, observa, “contiene una sola
palabra cuyo significado no es desconocido, el enunciado de esa frase bastaria para
revelarnos su valor. Asi, si se dice a una persona que conoce las voces tridngulo y
cuadrildtero, pero que nunca ha escuchado la voz diagonal, que cada una de las dos
diagonales de un cuadrilatero lo divide en dos tridngulos, imaginara de inmediato
lo que es una diagonal, pues aqui se trata de la tinica linea que es capaz de dividir
un cuadrilatero en un tridngulo. Esta suerte de frases que dan la comprension de
una de las palabras de que se componen recurriendo al significado conocido de las
otras podrian ser denominadas definiciones implicitas en oposicion a las definiciones
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ordinarias que recibirian el nombre de definiciones explicitas.”*® Este procedimiento
no tiene nada de extrafio. Es del mismo modo como el nifio aprende el sentido de
la mayoria de las palabras de su idioma. En el campo de las ciencias fisicas resulta
comun que una ley que ha sido establecida recurriendo a la ayuda de nociones
provisionales permita, a cambio, precisar su sentido. El nominalismo cientifico se
basaba en esto para establecer que las leyes son con frecuencia sélo definiciones
disfrazadas. La ley de la caida de los cuerpos define la caida libre; la ley de las pro-
porciones definidas caracteriza la combinacion en oposicion a la mezcla, etc. Las de-
finiciones indirectas pueden compararse a una ecuacion con una sola incognita y
cuyo valor lo fija el conjunto de la ecuacion.

Tal definicion resulta univoca si, en el ejemplo de Gergonne, un solo valor
puede satisfacer la ecuacidn, pero no siempre es asi. En especial, si tomamos en
cuenta todo un sistema de ecuaciones con varias incdgnitas, ocurrird entonces que
varios sistemas de raices satisfagan las ecuaciones, e incluso una infinidad, como si
se estableciera:

Y =2x
Z=y+x

En un sentido el sistema queda determinado, pues si se da a una de las in-
cdgnitas algun valor arbitrario, los de las otras dos quedan fijados también de in-
mediato. En vez de individual la determinacidn es, de alguna forma, global, y asu-
me un caracter mas abstracto. En nuestro ejemplo, y siempre serd el doble de x y z
el triple. Mas que los propios términos, son, como puede verse aqui, las relaciones
entre los términos las que quedan exactamente determinadas. La caracterizacion de
los términos primeros por las relaciones que enuncian entre ellos los postulados
nos pone en una situacion andloga. Un sistema de postulados puede compararse a
un sistema de ecuaciones que tenga varias incdgnitas; estas incognitas se corres-
ponden a los términos de la axiomatica que se considera. Su valor no es cualquiera,
pero no se encuentra determinado implicita, solidaria, equivocamente. Esta forma de
establecer el sentido de los términos se considera un caso de definicion implicita, la
definicién por postulados. Se entiende asi por qué Poincaré podia afirmar, refiriéndo-
se a los postulados de la geometria euclidiana, que se trata de definiciones disfra-
zadas. El conjunto de postulados euclidianos constituye, de hecho, una definicién
implicita del conjunto de las nociones euclidianas.!”

16 Gergonne, Essais sur la théorie des définitions, 1818, pp. 22-23, apud F. Enriques, L’évolution de la lo-
gique, p. 94 de la traduccion al francés.

17 La ambigiiedad de tomar las definiciones por postulados —y que como se verd después es para
los sistemas axiomaticos lo contrario de un defecto— explica los casos de dualidad reconocidos ante-
riormente en varias teorias cientificas. De este modo Gergonne expuso sistematicamente (1826) los
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Puede verse mejor ahora que los postulados de una teoria no son proposi-
ciones, esto es, que pueden ser verdaderas o falsas, puesto que contienen variables
que, relativamente, se encuentran indeterminadas. Unicamente en el momento en
que se dé determinado valor a esas variables, o dicho de otro modo, si se les susti-
tuye por constantes, entonces los postulados se convertirdn en proposiciones ver-
daderas o falsas, de acuerdo con la eleccion que se haya tomado para estas constan-
tes, aunque entonces se sale de la axiomatica y se pasa a sus aplicaciones. Con titu-
lo semejante al de las ecuaciones de un mismo sistema, y no podria haber mejor
comparacion, los postulados son meras funciones proposicionales, expresion de la
que no es necesario dar una definicion explicita pues, en suma, se encuentra defini-
da en las frases precedentes.

“Las matematicas son una ciencia en la que no se sabe nunca de qué se ha-
bla, ni si es verdadero lo que se dice” Este chiste muy conocido que sugirié a Rus-
sell la nocion de la matematica axiomatizada tiene valor para toda axiomatica en
general. Y también es a la axiomatica a la que puede aplicarse el siguiente chiste de
Poincaré: “Las matematicas son el arte de dar el mismo nombre a cosas distintas.”

11. DOS EJEMPLOS DE AXIOMATICAS

Aunque no tiene que ver con la geometria y con que su autor se haya preocupado
especialmente por el problema de la expresion simbdlica, como primer ejemplo de
la axiomatica daremos el que elabord Peano para la teoria de los niimeros natura-
les. Primero, porque su brevedad nos permitird exponerla en su totalidad, luego
porque puede encontrarse en ella la ilustracion simple y notable del caracter de
ambigiiedad, dado que no conlleva sino tres términos primeros: cero, el niimero, el
sucesor de... y cinco proposiciones primeras que transcribiremos de la notacion
simbolica al lenguaje comun:

1) Cero es un numero.
2) El sucesor de un niimero es un namero.

inicios de la geometria proyectiva (sin paralelismo) escribiendo en dos columnas: los términos punto
y plano eran cambiados de derecha a izquierda sin que la verdad de las proposiciones se alterara.
Por ejemplo, dos puntos determinan una recta; dos planos determinan una recta; tres puntos, no en linea
recta, determinan un plano; tres planos que no tienen una recta comiin determinan un punto, etc. Esta dua-
lidad depende de que los términos primeros de la teoria, que son los de punto y recta (serie de pun-
tos), satisfagan los postulados en que figuran si se les da, respectivamente, el sentido de planos y haz
de planos (pasando por una recta). Es por eso que todo teorema que es valido para puntos y rectas
(que los unen), es también valido para los planos y las rectas (que configuran su interseccion) y
viceversa.
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3) Varios numeros, cualesquiera que sean, no pueden tener el mismo sucesor.

4) Cero no es el sucesor de ningin namero.

5) Si una propiedad pertenece a cero y si cuando pertenece a un numero cual-
quiera pertenece también a su sucesor, entonces pertenece a todos los nime-
ros (principio de induccion)

Se ve entonces cdmo, con la ayuda de las dos primeras proposiciones es po-
sible definir, primero, el numero uno, después el dos y asi sucesivamente. Con estas
bases es posible definir o demostrar todas las nociones y proposiciones elementales
de la aritmética.

Solo que la interpretaciéon habitual de los términos primeros no es la tnica
que puede satisfacer este juego de axiomas y asi no puede determinar univocamen-
te un sistema concreto de proposiciones. Russell hace la siguiente observacion: si le
conservamos a sucesor su significado comun, pero entendemos a cero como un nu-
mero cualquiera, digamos 100, y a niimero como cada uno de los que se contintian a
partir de 100, los cinco axiomas quedan verificados y, naturalmente, todos los teo-
remas que de ellos pueden deducirse. Del mismo modo, si conservandole su senti-
do ordinario a cero se designara niimero sdlo a los nimeros pares, y por sucesor el
segundo sucesor; o incluso si cero representara el niumero 1y el sucesor representara
la mitad, el niimero designaria cada uno de los términos de la serie 1, 1/2, 1/4, etc.
Todas estas interpretaciones y las parecidas que sera facil imaginar, presuponen
una estructura formal comun que esta axiomatica pone en claro. Lo que ella carac-
teriza no es propia y limitadamente la aritmética, sino en forma general una cierta
estructura, la de las progresiones. La serie de los nimeros naturales es sélo una ilus-
tracion entre otras. Ademas, éstas no permanecen encerradas, como lo podrian su-
gerir los ejemplos anteriores, en los subdominios interiores de la aritmética. Es po-
sible instituir una progresion entre entidades que sean distintas de los numeros,
puntos o instantes.

A guisa de segundo ejemplo haremos el bosquejo que nos dond Hilbert de la
geometria euclidiana.'® Su interés lo concentrd en las proposiciones sin preocupar-
se gran cosa por reducir al minimo el niimero de los términos primeros que, por

18 Griindlagen der Geometrie, 1899. En las ediciones siguientes el autor hizo algunas modificaciones
pequenias. Nosotros consultamos la 3% edicion, 1909. Los que no encuentren accesible la obra de Hil-
bert podran encontrar sus 21 axiomas en el excelente libro de Godeaux, Les géométries (coleccion de
A. Colin). Recordemos de una vez por todas que el término axioma no implica ya la idea de eviden-
cia y de regla y retiene tinicamente la de principio establecido hipotéticamente, esto es, de postula-
do. Tal sustitucién se ha hecho inevitable también con la palabra axiomatica.
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otra parte, incorpord a los axiomas, sin enunciarlos en forma sistematica y separa-
da.' Pero dos trazos suyos merecen atencion.

En primer lugar no quedo6 contento con sdlo despejar los axiomas, algunos
de los cuales permanecieron, hasta entonces, implicitos, y enumerarlos, sino que
también los repartid, de acuerdo con las nociones fundamentales que emplean, en
cinco grupos. Esforzandose con cada uno de estos grupos o sus combinaciones por
precisar y delimitar el dominio de los teoremas que determinan. Los del primer
grupo fincan un enlace entre las ideas de punto, de recta y de plano. Son los axio-
mas caracteristicos de la geometria proyectiva (ocho axiomas, por ejemplo, dos
puntos determinan una recta; sobre una recta hay siempre por lo menos dos pun-
tos y sobre un plano al menos tres puntos que no estan en linea recta). Los del
segundo grupo, los axiomas del orden, fijan el sentido de la palabra entre y son los
axiomas topoldgicos (cuatro axiomas, por ejemplo, si A, B, C, son puntos de una
recta y si B se encuentra entre A y C, se encuentra también entre C y A). El tercer
grupo incluye los seis axiomas de la congruencia o igualdad geométrica. (Por ejem-
plo, si Ay B son dos puntos de una recta 4, y A" un punto de una recta cualquiera
a’, existe sobre a’ y de un lado cualquiera de A” uno y un solo punto B” de modo
que el segmento A’B’ sea congruente con el segmento AB). El cuarto grupo conlle-
va sOlo un axioma, el de las paralelas. Finalmente, un ultimo grupo se refiere a la
continuidad y lo integran dos axiomas, entre ellos el llamado de Arquimedes cuyo
enunciado es que, anadiendo sucesivamente un segmento a si mismo sobre una
recta y a partir del punto A, siempre se podrd superar un punto cualquiera B de
esta recta.

Por otra parte, Hilbert dio principio a un género de investigaciones, cuya
importancia iba a revelarse como capital en toda elaboracion axiomatica, cuando se
pregunto en forma sistematica acerca de la no-contradiccion de su sistema de axio-
mas y la independencia mutua de sus elementos. Con el fin de establecer la no-con-
tradiccion elabora una interpretacion matematica del sistema, de modo que toda
contradiccidon que apareciera en las consecuencias de sus axiomas deberia repercu-
tir sobre ella. Se supone admitida la coherencia de la aritmética, por lo que garanti-
za la de su sistema de axiomas. Ademas, la independencia de un axioma queda
establecida por la posibilidad de construir un sistema coherente que lo haga a un
lado. Las geometrias no euclidianas iniciales eran ya testigos de la independencia
del axioma de las paralelas. En forma semejante, al construir una geometria no ar-
quimediana, Hilbert demuestra la independencia de los axiomas de la continuidad.

19 Desde 1882, Pasch logré definir todos los términos partiendo de cuatro términos primitivos (pun-
to, segmento, plano, puede superponerse a). Iniciando aqui, Peano (1889-1894) y Padoa (1900) los reduci-
ran a dos (que son respectivamente: punto y movimiento, punto y distancia). En Hilbert la reduccion se
encuentra mucho menos desarrollada. Poco después Veblen, en 1904, nos ofrecera de la misma geo-
metria una axiomatica reducida.
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12. LOs MODELOS. EL ISOMORFISMO

A una teoria en el estadio preaxiomatico se le puede dar el nombre de concreta,
material o intuitiva.”’ Esto significa que atin mantiene contacto con los conocimien-
tos que organiza y que su contenido conserva su sentido y su verdad empiricos. Es
tal el caso de la geometria ordinaria, como se ensefia cominmente en las escuelas.
Es siempre posible, como se ha visto, reconstruir una determinada teoria deductiva
concreta sobre distintas bases. De este modo, los diversos autores de tratados de
geometria elemental, al mismo tiempo que ofrecen desde hace siglos el mismo
cuerpo de doctrina, han ido mas o menos modificando el ordenamiento euclidiano.
Son secundarias hasta donde el contenido de la teoria es considerado esencial, pero
estas diferencias formales toman una importancia creciente a medida que se des-
cuida su contenido. Por eso es posible decir que su interés solo se manifiesta en
pleno con las axiomaticas, teorias abstractas y formales. En tal sentido se opondra,
a una teoria concreta determinada, la pluralidad de las axiomaticas que le corres-
ponden. Por ejemplo, la axiomatica de Hilbert es s6lo una entre todas a las que se
presta la geometria euclidiana.

Consideremos por ahora sdlo una de las axiomaticas multiples de una teoria
concreta. Como el sentido de sus términos, y en consecuencia, de todas sus propo-
siciones no esta fijado sino equivocamente por los postulados, se podra en todo ca-
so, si se descubren varios sistemas de valores que satisfagan por igual el conjunto
de las relaciones que enuncian los postulados, dar interpretaciones concretas dis-
tintas, o bien, escoger entre varias realizaciones. Las realizaciones concretas de una
axiomatica se denominan sus modelos.”? Se da como entendida de por si que la teo-
ria concreta original que proporciono los puntos de referencia del esquema légico
trazado por la axiomatica sera uno de los modelos, pero no el tinico. Una axiomati-
ca se presta, como ya se comprobo en ocasion de la axiomatica peaniana, a realiza-
ciones diferentes y éstas pueden ser tomadas de dominios de pensamiento muy
alejados del dominio inicial. Se da entonces una pluralidad de interpretaciones y
modelos concretos que oponemos a una sola y misma axiomatica.

2 Por supuesto que estos términos tienen aqui solo sentido relativo, opuesto al cardcter mas abstrac-
to, mas formal y mas légico de la correspondiente teoria axiomatica.

21 Modelo no debe sugerir la idea de que existe una anterioridad arquetipica. La palabra se explica
por la asimilacidn de estas interpretaciones diversas a la teoria concreta primitiva, que muy propia-
mente puede ser llamada modelo de la axiomatica construida acorde con ella. Sin duda el recuerdo
de los “modelos mecadnicos” de los fisicos britdnicos intervino en la introduccion concreta de esta
nocion.
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En el caso en que los modelos no se distinguen de esta forma entre ellos sino
por la diversidad de las interpretaciones concretas que pueda darse a sus términos
y coinciden de manera precisa si se hace abstraccion de éstas, de modo que se ins-
talen en el plano de la axiomatica formal, se dice entonces que son isomorfos, pues
tienen la misma estructura ldgica.

El método axiomatico tiene precisamente el interés de revelar los isomorfis-
mos entre teorias concretas que son aparentemente heterogéneas, para reestable-
cerlas en la unidad de un sistema abstracto. De este modo, cualquiera de estas teo-
rias podra servir de modelo a las otras, si ampliamos un poco el uso de esta pala-
bra, asi como a la teoria abstracta correspondiente.??

Existen entonces tres niveles que deben distinguirse y sobre los que es posi-
ble diversificar una teoria deductiva. Regresemos, como siempre, al ejemplo de la
geometria euclidiana. En primer lugar, si se modifica en forma diversa por lo me-
nos uno de sus postulados, se obtendrdn otras teorias (geometria lobatchevskiana,
no-arquimediana, etc.), que serdn sus vecinas o parientes (emparentadas). Es en este
sentido que se habla de la pluralidad de las geometrias. Escojamos cualquiera de
estas geometrias. Como hay formas muy diversas de efectuar su reconstruccion 16-
gica, se diversificard entonces en varias axiomaticas que serdn equivalentes entre
ellas. Si finalmente escogemos una de estas axiomaticas, por lo general se le podra
encontrar distintas interpretaciones. Surge de aqui una diversificacion nueva de
acuerdo con modelos que seran isomorfos. Se superpone asi a la diversidad de geo-
metrias la de axiomaticas de una misma geometria y, a ésta, la de modelos de una
misma axiomatica. Y la palabra teoria se ajusta por igual a la presentacién axioma-
tica o a sus interpretaciones concretas. Habra entonces que evitar equivocarse y
confundir entre el caso de las teorias emparentadas, las equivalentes y las isomor-
fas.

13. CONSISTENCIA E INTEGRIDAD. DECIDIBILIDAD
La eleccién de los postulados que constituyen la base de una axiomatica, por arbi-

trarios que sean en ocasiones, no se deja al azar, sino que queda sujeta a diferentes
exigencias internas que son, mas o menos, imperiosas.

22 Cuando todos sus modelos son isomorfos entre si, el sistema axiomatico recibe el nombre de
monomorfo. Hay también sistemas polimorfos. En particular, se nota de inmediato que los diversos
modelos de un sistema no saturado (véase el inciso 15) no son isomorfos en su totalidad, pues la au-
sencia de saturacion significa precisamente la posibilidad de una o varias bifurcaciones. Mas ade-
lante se advertira que algunos sistemas saturados, paraddjicamente, pueden igualmente conllevar
modelos que no son isomorfos (véase el inciso 26). En el caso de otros términos, la saturacién es
condicion necesaria, aunque no suficiente, de monomorfismo.
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La coherencia es, indudablemente, la mas apremiante. Si los distintos postu-
lados de un sistema no fueran compatibles entre ellos, el sistema podria convertirse
en contradictorio. De seguro que es permitido, por necesidades tedricas, eliminar
un tanto al azar esta obligacion o incluso intentar construir expresamente un siste-
ma contradictorio, del mismo modo que en ocasiones uno se propone razonar por
el absurdo. Mas tal caso resulta excepcional y, de ordinario, se impone como condi-
cion absoluta a una axiomatica ser no-contradictoria o, como también se dice, con-
sistente.”> En efecto, una de las propiedades de un sistema contradictorio es que
permita deducir no importa qué. En €l es posible demostrar una proposicion cual-
quiera del sistema y también su negacion. Esta indeterminacion priva al sistema de
todo interés.

¢Cémo puede saberse que un sistema de postulados es verdaderamente con-
sistente? La intuicion es insuficiente para asegurarnos de esto. Por otra parte, tener
desarrollada una larga cadena de consecuencias sin encontrar en ella jamas una
contradiccién puede, sin duda, aportarnos una presuncion; e incluso, en el caso de
que la axiomatica cubra por completo una teoria concreta, que ha sido desarrollada
en todos sus sentidos desde hace siglos, una certeza moral. Por ejemplo, nadie po-
ne en duda la consistencia de la aritmética elemental o de la geometria euclidiana.
No obstante, y especialmente en el caso en que falte una prueba tal, semejante pre-
suncidon no nos aporta una certeza absoluta. Nada nos garantiza que no pueda pre-
sentarse una sorpresa, ni nos asegura que, al llegar a un cierto punto, no tropezare-
mos con un absurdo. Eso fue lo que ocurrio, por ejemplo, con las antinomias de la
teoria de los conjuntos (véase el inciso 27). Pese a que tuvo su origen en la creciente
exigencia de rigor l6gico, la practica de la axiomatica aumenta a su vez aquella exi-
gencia e induce a sustituir esta especie de prueba empirica por una demostracion
verdadera, la cual, es cierto, sdlo podra ser practicable al nivel de las axiomaticas
simbolizadas y formalizadas (capitulo III). Se vera igualmente que sdlo tiene éxito
dentro de limites muy estrechos.

A falta de una demostracion propiamente dicha, nos quedan dos procedi-
mientos para establecer la no-contradiccion de una teoria. Primero, la reduccién a
una teoria anterior. Se postula la no-contradiccion de un sistema bien establecido
en la practica, como la aritmética clasica o la geometria euclidiana; a continuaciéon
se elabora, a partir del sistema que se estudia, una interpretacion tal que venga a
aplicarse sobre el primero o parte de éste. La no-contradiccién postulada del pri-
mero se transmite de esta forma al segundo. Una prueba hecha asi, evidentemente
sOlo puede ser condicional, pero si la teoria-testigo fue propiamente escogida, en la
practica es suficiente. Una vez que Poincaré ofrecio una interpretacion euclidiana

2 Un analisis mas refinado hace la distincion entre no-contradiccion y consistencia, también diferen-
cia nociones diversas de la consistencia, etcétera.
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de la geometria lobatchevskiana terminaron las dudas acerca de la consistencia de
esta ultima. La propia geometria euclidiana recibi6 de Hilbert su interpretacion
aritmética, que se anade a la ya considerable probabilidad de su consistencia. Con
mucha frecuencia se escoge como testigo a la aritmética clasica.

Un segundo procedimiento consiste en dar a la teoria de la que se trata una
realizacion en el mundo de las cosas. En vez de hacer volver la teoria a una teoria
anterior cuya consistencia esté mas asegurada, se desciende a lo contrario, hacia lo
concreto y se construye un modelo fisico. Dado que todo lo que es real es a fortiori
posible, la existencia de ese modelo garantiza la consistencia de la axiomatica que
le corresponde. ;Y, no es, en el fondo, el éxito de las interpretaciones empiricas de
la geometria clasica aquello que nos hace aceptar, antes que cualquier otra prueba,
la coherencia de esa geometria y, en consecuencia, de la axiomatica que obtiene de
ella su esqueleto logico?

De dos proposiciones contradictorias, p y no-p, el principio de contradiccion
nos ensefna que no pueden ser simultdneamente verdaderas, al menos una de ellas
es falsa. A este principio se asocia, desde hace mucho tiempo, el principio del terce-
ro excluido, cuyo enunciado es que tales proposiciones no pueden ser falsas simul-
taneamente, sino que por lo menos una de ellas es verdadera. La conjuncion de
ambos principios nos da lo que puede ser llamado el principio de alternativa: de
dos proposiciones semejantes, una es verdadera y la otra falsa. A la consistencia de
un sistema fundada en el principio de contradiccién responde de este modo su in-
tegridad, asentada sobre el principio del tercero excluido. Un sistema de postula-
dos es completo cuando entre dos proposiciones contradictorias formuladas correc-
tamente dentro de los términos del sistema, una de ellas siempre puede ser demos-
trada. Si ademas el sistema es consistente, puede verse entonces que de todo par
que se forma en el interior del sistema por una proposicion cualquiera y su nega-
cidn, siempre es posible demostrar una y solo una. En otras palabras, en presencia
de una proposicion cualquiera del sistema se puede siempre demostrarla o negar-
la, decidir en consecuencia su verdad o su falsedad en relacion con el sistema de
postulados. Entonces puede decirse de tal sistema que es categdrico.

Por debajo de esta forma fuerte de la categoricidad, que sélo un nimero
muy reducido de sistemas puede alcanzar, existe una forma mas débil de categori-
cidad, aquella en la que es posible en todo caso, para una cualquiera de las expre-
siones del sistema, si no demostrarla (o negarla), decidir al menos si es 0 no demos-
trable (o refutable). Este sistema recibe entonces el nombre de decidible.?* Esta cuali-
dad pertenece sdlo a un nimero muy limitado de sistemas relativamente simples.

2 Las diferenciaciones hechas posteriormente han hecho aparecer que determinados sistemas pue-
dan ser al mismo tiempo completos y, sin embargo, indecidibles.
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La no-categoricidad y, con mayor razon, la no-decidibilidad, constituyen in-
dudablemente imperfecciones, mas no faltas a la légica, como en el caso de la no-
consistencia. Por eso la exigencia de integridad, ordinariamente, se ve como menos
apremiante que la falta de consistencia.

14. INDEPENDENCIA. ECONOMIA.

Con frecuencia también se exige que los diversos postulados de un mismo sistema
sean independientes unos de otros. Esto es, que la modificacién que se haga a uno de
ellos no convierta el sistema en contradictorio. Para estar seguro de la independen-
cia de un axioma se le prueba modificandolo sin tocar a los otros y extrayendo las
consecuencias del nuevo sistema. Si permanece consistente, la independencia del
postulado queda establecida vy, si ocurre al contrario, que se produzca una contra-
diccion, y si ademas, como es lo mas comun, la modificacion aportada al postulado
fue sustituirlo por su negacion, entonces el resultado obtenido no es puramente ne-
gativo porque la cadena de proposiciones que se ha establecido da de este modo,
del postulado primitivo, una demostracion por el absurdo. Puede verse el lazo de
union entre una prueba de independencia y la demostracién por el absurdo: el fra-
caso de una se convierte en el éxito de la otra. De este modo, ensayando vanamente
demostrar por el absurdo el postulado de las paralelas fue que se lleg6, sin querer,
a elaborar las primeras geometrias no-euclidianas y demostrar asi, mediante la
consistencia de estas ultimas, la independencia del postulado. Del mismo modo,
pero deliberadamente, procedié Hilbert para establecer la independencia del pos-
tulado de Arquimedes.

La independencia de los postulados de un mismo sistema no es légicamente
indispensable para que tengan validez. Sélo si esta condicion no se satisface se pro-
duce una superabundancia de proposiciones primeras y se considera preferible,
por economia, reducir su niumero al minimo. Afirmar que dos postulados no son
independientes, esto es, que uno de ellos puede ser demostrado directamente o por
el absurdo a partir del otro, serd, en este caso conforme al espiritu del método de-
ductivo, producir tal demostracion y hacer pasar la proposicidon entre los teoremas.

Estas consideraciones de economia que tienen caracter estético desempefian,
no obstante, un papel considerable en la construccién de las axiomaticas. El ideal
de éstas, como el de toda teoria deductiva en general, ;no es reducir lo mas posible
el numero de los términos primeros y de las proposiciones primeras? Se han reali-
zado numerosos esfuerzos en este sentido, pero la simplicidad lograda en un pun-
to debe pagarse, frecuentemente, con una complicacion acrecentada sobre otros, y
la eleccidn la dictardn entonces razones estéticas o didacticas. Resulta dificil dismi-
nuir simultdneamente el namero de los términos primeros, el de los axiomas y su
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longitud. La pobreza de la lengua basica tiene, por lo general, el efecto de hacer
mas largo el discurso. Ademas, la mayor simplicidad intrinseca de un sistema po-
dria hacer mas incomoda su utilizacion concreta si, dentro del dominio considera-
do, no corresponde ya, de manera directa a los términos del sistema, ninguna enti-
dad. A menos que, a la inversa, el uso de la axiomatica aclimate alli, poco a poco, la
nocion. Independientemente de toda interpretacion extrinseca, razones de facilidad
de exposicion pueden invitar a que se hagan determinados sacrificios al ideal de la
simplicidad maxima.

15. LOS SISTEMAS DEBILITADOS O SATURADOS

En lugar de modificar, dentro de un sistema de postulados compatibles e indepen-
dientes, puede intentarse eliminar uno de ellos sin tocar a los demas. Entonces el
sistema se debilita, dado que se le han eliminado ciertas determinaciones. Es por
eso que alli se le ensancha abriendo la puerta a determinadas posibilidades que el
postulado recién extraido tenia, por efecto, excluir. Dicho de otro modo, el sistema
se encuentra empobrecido en comprehension y enriquecido en extension. Por ejem-
plo, si al mantener intactos los demads postulados euclidianos se niega la unicidad
de la paralela, se logra la geometria lobachetvskiana que, aunque diferente de la de
Euclides, tiene, sin embargo, el mismo grado de particularidad. Pero si, al contra-
rio, se deja totalmente indeterminado el nimero de las paralelas posibles, esto es, si
en vez de reemplazar el postulado de las paralelas uno se contenta con suprimirlo,
cavando en cierta forma un vacio en el sistema, se obtienen entonces los principios
de una geometria mds general en la que las de Euclides y Lobachetvski aparecerian
como especificaciones.

Puede intentarse hacer la operacion a la inversa, probando reforzar y limitar
un sistema determinado afadiéndole uno o varios postulados independientes de
los primeros. Por lo general se tropieza con un obstaculo, pues llega un momento
en que la adicién de todo postulado independiente, el que sea, convierte al sistema
en contradictorio. Se dice entonces que el sistema esta saturado. Es éste el caso de la
geometria euclidiana, con la condicion de que no se incluyan en ella como postula-
dos adicionales aquellos que, sin estar expresamente formulados, no estaban me-
nos admitidos implicitamente en las demostraciones.
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I1II. LAS AXIOMATICAS SIMBOLIZADAS

16. SIMBOLIZACION

El fin que se persigue cuando se pone en forma axiomatica una teoria deductiva es
apartarla de las significaciones concretas e intuitivas sobre las que, en primer lugar,
fue elaborada, y esto con el fin de hacer aparecer en forma clara el esquema 1égico
abstracto. De acuerdo con esta consideracion, las primeras axiomaticas padecen de
un buen namero de imperfecciones, como puede verse en la de Hilbert. Se deman-
da olvidar el sentido concreto de los términos que son propios de la teoria; consi-
derar los puntos, las rectas y los planos sdlo como “cosas” que satisfacen a los axio-
mas. Pero como estos términos se conservan, se favorece, en lugar de contrariarla,
nuestra inclinacion espontdnea a tener una cierta interpretacion concreta determi-
nada. Incluso se la hace casi imposible de derrotar si uno no tiene miedo de ilustrar
el texto con figuras geométricas. Quedamos entonces expuestos a cometer una de
las faltas que queriamos evitar: sostener, en torno a significaciones determinadas
en forma expresa por los postulados, una zona mas o menos fluida de significacio-
nes previas implicitas a las que arriesgamos referirnos, sin darnos cuenta, en la su-
cesion de las demostraciones. En todo caso, uno es detenido en el camino en la ten-
tativa de despojar de todo contenido intuitivo la armadura logica de la teoria.
Pronto se hace sentir de este modo la necesidad de sustituir las palabras que
designaban las nociones primeras de la teoria, cargadas todavia con el peso de su
significacion intuitiva, por simbolos que estan desprovistos de sentido previo y en
consecuencia susceptibles de recibir precisa y exclusivamente el que le confieren
los axiomas. En lugar de escribir que un punto se encuentra situado sobre una rec-
ta, se designara la relacion de incidencia por la letra F, los puntos con las primeras
letras mayusculas y las rectas por las mintusculas y se escribird sélo: F (A,a). Puede
verse ya en este ejemplo que la simbolizacién no se detiene so6lo en las nociones
propias de la teoria —en nuestro ejemplo, sélo en las nociones geométricas— sino
que emplea también el simbolismo de la légica de las relaciones. Sin duda, en lo
tedrico tal cosa no es indispensable pues las teorias anteriores a otra teoria, en este
caso la aritmética y la ldgica, intervienen sélo a titulo operatorio, esto es, con su
verdad material y su sentido habitual. No obstante, resultaria paraddjico que, en el
momento mismo en que se esta creando un simbolismo destinado a una teoria que
aun no lo tiene, no se empleara al mismo tiempo el de las teorias que ya lo poseen
como, desde mucho tiempo atrds, la aritmética y, tiempo después, la logica. En
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efecto, se sabe que después de la mitad del siglo X1x, la 16gica se ha renovado y am-
pliado bajo el impulso de los matematicos que la han unido a su ciencia empleando
la ruta del simbolismo. En tanto que Boole y sus discipulos se imponian como fin
construir un calculo 1égico que siguiera el modelo del célculo algebraico, la escuela
italiana, encabezada por Peano, se entregaba a elaborar un algoritmo 1logico espe-
cialmente adaptado a las necesidades de la expresion matematica. Naturalmente,
cuando esta segunda corriente se encuentra con lo que esta dirigido a la axioma-
tizacion de las matematicas, todo resulta en una axiomatica presentada totalmente
bajo la forma simbdlica, y es de este modo que desde finales del siglo XX Peano
expuso su aritmética.

Una segunda razon, imperiosa en otra forma, precipitaria la total simboliza-
cion: la exigencia de la formalizacion. Si bien simbolizacion y formalizacion consti-
tuyen dos pasos diferentes y separables en la teoria, en realidad se encuentran muy
estrechamente ligadas, puesto que la segunda es facilitada considerablemente por
la primera, por lo que recurre a ella en forma casi irresistible.

17. FORMALIZACION

En el momento en que uno cree haber satisfecho las demandas finales de la logica
es cuando una demanda nueva, y mas sutil, aparece exigiendo un esfuerzo suple-
mentario. De la geometria empirica a la racional, de la presentacién euclidiana a la
axiomatica, de las axiomaticas comunes a las simbolizadas, en cada caso se consi-
dera que se ha expulsado finalmente la intuicion a favor de la l6gica. ;Hemos llega-
do ahora al final y esta ultima etapa es en realidad la altima? ;Hemos logrado eli-
minar todo factor intuitivo y subjetivo en la apreciacion de la validez de una teoria
deductiva?

La teoria nos ofrece proposiciones primeras que enuncian mediante el len-
guaje simbdlico relaciones logicas entre términos primeros. Puesto que las propone
sOlo a titulo de hipotesis las aceptamos como tales, bajo reserva de su compatibili-
dad. Pero, a continuacion, no admitiremos un solo término nuevo si no se le define
con la ayuda de los términos primeros, ni aceptaremos una proposicion nueva si
no es demostrada con la ayuda de las proposiciones primeras. Por lo tanto, ningu-
na incertidumbre, ninguna impugnacion que pueda hacerse acerca de adoptar un
término o una proposicién nuevos —lo cual se harad con una condicion: que las re-
glas de la definicion y la demostracion puedan ser admitidas sin que haya la menor
ambigiiedad. Que la deontologia del trabajo deductivo, esto es, la logica, sea a la
vez perfectamente precisa y perfectamente universal; que regule todos los detalles
y se imponga a todos los espiritus. S5i no es asi, si en este dominio pueden aparecer
desacuerdos, si sucede que se discurre sobre el valor l6gico de tal procedimiento
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de demostracién o de definicion, entonces la axiomatica, que para unos es un
edificio l16gico irreprochable, podra ser juzgada por otros como defectuosamente
logica.

Lo anterior es lo que, sin duda, ocurre en forma muy aguda en el preciso
momento en que se comienza a axiomatizar. “La crisis de los fundamentos” (véase
el inciso 27) que se presentd con motivo de la teoria cantoriana de los conjuntos di-
vidié profundamente a los matematicos. Y no fue por una de esas disputas acerca
de un tema en particular, como las que son conocidas a toda ciencia en desarrollo y
que posteriormente se calman al alcanzarse un acuerdo que un sabio competente
es incapaz de rehusar sin experimentar una mala conciencia, sino por una diver-
gencia al parecer fundamental sobre cuestiones de principio y que al parecer es tes-
tigo de diferencias irreductibles en la estructura de los espiritus. Tal definicion, que
para uno es perfectamente clara, es considerada por otros como despojada total-
mente de sentido, aquella demostracion, constringente para éste, carece de fuerza
para aquél; el principio de légica que de acuerdo con algunos se impone de manera
absoluta a todo pensamiento, segtin otros tiene valor sélo sobre un dominio limita-
do.

¢Cémo, en un caso asi, escoger un lado para, por lo menos, limitar el desa-
cuerdo y encontrar un campo de acuerdo? Existe s6lo un medio: elaborar ahora pa-
ra las reglas de la logica de acuerdo con las cuales se razona, lo que se hizo anterior-
mente con los postulados acerca de los cuales se razona: enunciarlos en forma expresa
y en su totalidad y después adoptar la misma actitud apartada que se tomé ante
los postulados, exponerlos en forma hipotética y no afirmarlos categéricamente. De
la misma manera en que se admiten, lado a lado y al nivel de las axiomaticas abs-
tractas, sistemas distintos de postulados que son incompatibles (euclidiano, loba-
tchevskiano, etc.) sin preguntarse cudl es verdadero y déndolos a todos como
igualmente validos, del mismo modo seria posible acoger, al nivel de las axiomati-
cas formalizadas, sistemas diferentes de reglas logicas y, en consecuencia, formas
diversas de desarrollar una axiomatica. En palabras de Carnap: en la l6gica no hay
moral; no se trata de decretar prescripciones o prohibiciones sino de alcanzar con-
venciones. Cada uno es libre de construir la 16gica a su manera con la condicién de
que la enuncie claramente y que luego se apegue a ella rigurosamente (el principio
de tolerancia de la sintaxis). La correccion ldgica en el desarrollo de una teoria
axiomatizada deja, en ese caso, de tener un sentido absoluto, pero como llega a ser
relativa a este o a aquel conjunto de principios regulativos puede prestarse a una
apreciacion objetiva. Colocados frente a una axiomatica podemos encontrarnos en
la situacion de dos amigos que no se pusieron de acuerdo al establecer las reglas de
un juego. Como no tuvieron la precaucion de enunciarlas no podran jugar juntos la
partida que hayan escogido; pero si en cambio si lo hacen y acuerdan, por ejemplo,
alternar dos reglamentos, podran entonces jugar sin tener que acusarse de hacer
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trampa. El reino de la validez se establece, en cierta forma, a un nivel mas elevado.
Asi como cuando se pasaba de una teoria concreta a la teoria axiomatizada la ver-
dad de una proposicion del sistema pasaba a ser hipotética suspendida a la posi-
cion libre de tal sistema de postulados; del mismo modo ahora la validez formal de
la axiomatica retrocede un grado y pasa, a su vez, a ser hipotética, convirtiéndose
en funcion de la manera como se eligieron las normas ldgicas.

La presentacion logica de las teorias deductivas tomd, hacia 1920, un nuevo
giro, comprometiéndose con el camino de la formalizacién. Con el fin de sustraer
la validez del sistema de toda apreciacion subjetiva se impuso a partir de entonces
la necesidad de enunciar en forma precisa y detallada, que no dé lugar a la casuisti-
ca en las reglas de definicion y demostracion que rigen su construccion. Los mis-
mos que no creen en la omnipotencia de la logica y defienden los derechos de la
intuicidn, tuvieron que ceder a este movimiento con el fin de poder justificarse ante
los ojos de sus rivales, y se ha llegado a ver, lo cual no deja de ser paraddjico, que
se enuncien “las reglas formales de la ldgica intuicionista” y que se constituya un
“formalismo intuicionista”.

18. DEL RAZONAMIENTO AL CALCULO

Se piensa que resultaria practicamente imposible satisfacer exigencias tan estrictas
si se continuara expresandose en el lenguaje habitual, con su falta de precision y
sus numerosas irregularidades. Es de hecho, por esto, que la formalizacion supone
la simbolizacion. Una axiomatica formalizada aparece de este modo como un con-
junto de signos, unos que son propios a la teoria y otros que son anteriores, provis-
tos del enunciado de las reglas que se aplicaran al manejo de tales signos. Con fre-
cuencia estas reglas se dividen en dos grupos: las reglas de estructura, destinadas a
la formacion de las expresiones (en ellas pueden colocarse las reglas para hacer las
definiciones) y las reglas de deduccidn (destinadas a las demostraciones). Las pri-
meras siempre deben permitir reconocer sin disputa alguna si una expresion (ya
sea 0 no proposicional) se encuentra bien formada y, de este modo, pertenece al sis-
tema; las segundas, si una deduccion esta bien llevada y si, en consecuencia, su
conclusion constituye un teorema del sistema. Estas reglas, por supuesto, dejan por
completo a un lado las interpretaciones eventuales de términos o de féormulas, en-
tre ellos los de la ldgica. Sélo toman en cuenta la estructura formal de las expresio-
nes, la sucesion de dibujos pequenios que se leen de izquierda a derecha y linea tras
linea sobre la hoja. Mas propiamente constituyen prescripciones para hacer un cal-
culo. Pueden compararse a las reglas del juego de ajedrez que nos muestran cémo
deben colocarse al principio las piezas y luego cudles son los movimientos permiti-
dos de cada una de ellas. Entonces, una demostracion no hara un llamado a nues-
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tro sentimiento espontaneo de la evidencia de determinados encadenamientos 16-
gicos, sino que se ocupara de transformar, en grados sucesivos y sin saltar ninguna
etapa, una o varias férmulas escritas con anterioridad como axiomas o teoremas,
haciendo mencion, en el caso de cada una de estas transformaciones elementales,
del nimero de la regla que la autoriza hasta que se llegue finalmente, linea tras
linea, a la férmula que se busca. Debido a un cambio brusco de actitud, comparable
al que afecta la conciencia ante una figura ambigua, el pensamiento, en lugar de
atravesar los simbolos para apuntar por su intermediario a las cosas simbolizadas,
ahora se detiene en los simbolos mismos, dejando para después su posible inter-
pretacion y retirandoles por el momento su funcién de simbolos con el fin de to-
marlos como objetos tltimos.

Las exigencias de rigor habian hecho que se descartara como sospechosa a la
intuicion sensible, en especial la representacion de figuras en el espacio, para con-
fiar sélo en la evidencia de los encadenamientos 16gicos. Actualmente, las incerti-
dumbres de la intuicion intelectual conducen a repudiarla y a sustituir el razona-
miento pensado, o incluso hablado, por un célculo hecho sobre signos expuestos a
la mirada sobre una hoja de papel. Solo regresando de esta forma a la intuicion
visual no recaemos en el nivel primero. En primer lugar se ha logrado un progreso
en el sentido de lo abstracto y de lo general al recurrir a la posibilidad de hacer una
interpretacion posterior de los simbolos, o mejor dicho, de una multitud de inter-
pretaciones diversas. Pero también se ha alcanzado un progreso considerable res-
pecto a la seguridad y la objetividad. Si los signos constituyen un niimero restringi-
do, si su figura no se presta a la confusion y si, por ultimo, se instituye en forma
expresa una legislacion coherente y sin escapatorias para su manejo, entonces no es
ya posible ninguna impugnacién seria, como tampoco ocurriria en un juego bien
organizado: tal agrupamiento de signos estd prohibido o no lo estd, aquella trans-
formacion de una formula estd prohibida o no lo estd. Como escribe Cavailles: “Un
razonamiento escrito no puede enganar, pues en su disefio aparecerian las figuras
excluidas.”? En este caso, “el error salta a los 0jos” como un error de cdlculo en
una operacion aritmética, un movimiento equivocado en una partida de ajedrez,
un barbarismo o un solecismo en un idioma en el cual el lenguaje esté bien regla-
mentado. De este modo el cdlculo formal, como ya lo anhelaba Leibniz, sustituye
con ventaja al razonamiento.

19. LA METAMATEMATICA

%5 J. Cavailles, Méthode axiomatique et formalisme, p. 94.
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Con este cambio en el punto de vista que hace pasar, por lo menos de momento,
los caracteres del rango de medio al de fin, surgen nuevas posibilidades especulati-
vas. El pensamiento se encuentra ahora en presencia de otro sistema de objetos
regulados para combinarse y disociarse de acuerdo con leyes bien determinadas y
que experimentan asi transformaciones que no son, sin recordar al matematico, las
que éste tiene por costumbre estudiar sobre figuras o, mejor aun, en los problemas
de combinatoria. Los signos, de acuerdo con las leyes que norman su empleo, “de-
finen una suerte de espacio abstracto que cuenta con tantas dimensiones como gra-
dos existen de libertad en la operacion concreta e imprevisible de la combina-
cidén”.2¢ Surge asi la idea de una ciencia nueva cuyo objeto no serian ya los seres
matematicos de los que hablaban las formulas, sino las férmulas mismas, haciendo
abstraccion de su sentido. Las formulas elaboradas en razon de los seres matemati-
cos se separan por completo de éstos para figurar también como seres de naturale-
za original y dignas de un estudio apropiado.

La metamatemdtica serd, en relacion con la expresion matematica, lo que las
matematicas comunes son en relacion con sus objetos. Todavia es Hilbert el que, a
partir de 1917, dio impulso a este nuevo orden de investigaciones que, bajo su di-
reccion, comenzaron a desarrollarse en Gotinga, de modo que su nombre se en-
cuentra asociado intimamente a la segunda y la primera fase de la axiomatica.

No se trata en forma alguna de un juego gratuito. La metamatematica se
encontraba ya, en cierta forma, en el punto de encuentro de varias lineas de investi-
gacion. Primero en la confluencia de dos corrientes que ya conocemos, la que tuvo
su origen en la reflexion acerca del aparato logico de la geometria y que al emple-
arse para perfeccionarla desembocé en la axiomatica, y la segunda, la que tendia a
reformar la logica inspirdndose en los métodos del algebra y habia logrado consti-
tuirla como un calculo. Por influencia reciproca la axiomatica se transformaba, en-
tonces, en un calculo, en tanto que por su lado la logica se axiomatizaba. Ademas,
el giro que habian tomado las polémicas acerca del problema principal del funda-
mento de las matematicas (véase el inciso 27) sugeria recurrir al formalismo, aun-
que abordando los problemas bajo un sesgo que resultara aceptable por los enemi-
gos de los métodos puramente formales. Ya Zermelo habia tratado de resolver las
dificultades poniendo en marcha lo que podria llamarse, en retrospectiva, la axio-
matica ingenua. Su resultado mads visible fue reafirmar en su actitud a los matema-
ticos empiristas o intuicionistas cuya doctrina, con Brouwer y su escuela, se desa-
rrollaba y afianzaba. Como se sabe, tomar en cuenta los signos trazados sobre una
hoja constituye ya, en un sentido, el regreso a la evidencia intuitiva. Si fuera posi-
ble estudiar de acuerdo con métodos cientificos estrictos las demostraciones im-
pugnadas, haciendo abstraccion de las entidades y de las operaciones matematicas

2 [bidem, p. 93.
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a las que remiten —algunas de las cuales estan desprovistas de sentido a ojos del
intuicionista, en especial las que hacen intervenir la idea de un infinito actual—,
por no tomar en cuenta sino inicamente sus combinaciones concretas sobre el pla-
no del simbolismo, se transformaria por completo el aspecto del problema de for-
ma que diera satisfaccion a los partidos en pugna. Cambiando de objeto, transpor-
tando el estudio del dominio de los seres matematicos al de los signos que los
representaban, y considerando, en lugar de las nociones que algunos piensan son
confusas o vacias, los simbolos que se ofrecen a la mirada, se coloca uno, sin renun-
ciar a ninguna de las exigencias del rigor formal, en un terreno que el intuicionista
considerard como suyo. Asi, los problemas que concernian al infinito actual se
transforman en problemas que conciernen a un ntimero finito de operaciones de
calculo, ya efectuadas o que son efectuables, descansando en un namero finito de
signos que ofrece la intuicion. En tanto que, por otra parte, el 16gico mas altivo no
puede hacer otra cosa que acoger, si bien no con favor, el propdsito de constituir
una “teoria de la demostracion” que sea, a si misma, demostrativa.

Ademads, lejos de que la metamatematica inventara arbitrariamente proble-
mas nuevos, es ella la que, por el contrario, es requerida por ciertos problemas que
Hilbert descubri6 desde que hizo sus primeras investigaciones, y junto con €l todos
los axiomaticos. Especialmente establecer la compatibilidad e independencia de los
axiomas de un sistema. Estos problemas, y los que los acompanan (integridad,
decidibilidad, saturacidn, etc.) propiamente no son problemas matematicos puesto
que no descansan sobre los objetos matematicos mismos, sino sobre las proposicio-
nes que hablan de estos objetos. En vista de que resultan esenciales a toda investi-
gacion axiomatica, no podia dejar de hacerse sentir la necesidad de elevarlos al ni-
vel de la ciencia y tratarlos en forma rigurosa y metddica. Este es, precisamente, el
fin de la metamatematica. Veamos, por ejemplo, el problema de la no-contradiccion
que, junto con el de la decidibilidad, ha ocupado el mayor lugar dentro de estas
especulaciones. Recordemos la manera como se le resolvia en las primeras axio-
maticas: realizacion en una teoria concreta cuya verdad atestiguara la experiencia
—prueba que no deja de ser empirica y que no siempre es posible administrar;
reduccion a una teoria abstracta cuya no-contradiccion era postulada—, lo que sélo
lograba aplazar la dificultad. Pero el hecho de que la cuestién se trasponga y que,
en vez de interrogarse acerca de la contradiccion o la compatibilidad de las ideas,
uno se pregunte acerca de la posibilidad o imposibilidad de elaborar, a partir de las
férmulas simbodlicas que enuncian los axiomas de una teoria, y sujetandose a un
sistema bien definido de reglas expresiones de esta o aquella forma —como por
ejemplo, hacer aparecer un par de expresiones proposicionales que difieran s6lo en
que una reproduzca a la otra haciéndola preceder por un signo de negacion. Si se
puede demostrar esta posibilidad o esta imposibilidad, se habrd demostrado, por
eso mismo, la contradiccion y la no-contradiccion de la teoria.

/39/



www.philosophia.cl / Escuela de Filosofia Universidad ARCIS.

20. EL LIMITE DE LAS DEMOSTRACIONES DE NO-CONTRADICCION

Sin embargo, se hace necesaria una condicion: cualesquiera que sean la compleji-
dad e inseguridad de la teoria matematica estudiada y de las formulas simbolicas
en donde se expresa, la demostracidn metamatematica que descansa sobre esta teo-
ria deberd, bajo pena de caer en un circulo vicioso o de peticién de principio, no
hacer sino encadenamientos deductivos muy simples y no discutidos, de forma
que logren en forma irresistible la adhesién de un espiritu atento. Del mismo modo
que la consideracion de signos remite a la representacion visual, asi la demostra-
cion sobre estos signos llama a la evidencia intelectual (aunque no sea sino para
entender el sentido de las reglas, juzgar si son aplicadas correctamente, etc.). Mas
ya sea racional o sensible, un retorno asi a la intuicion solo es legitimo cuando no
se va mas alla del limite de las intuiciones elementales y que nadie lo sospeche.

Por mas reducido que sea entonces el margen de la apreciacion subjetiva pa-
ra juzgar la validez de una teoria, el formalismo intransigente no se considerara
aun del todo satisfecho. ;No seria posible arreglarselas de modo que los procedi-
mientos de la demostracion metamatemadtica se encuentren integrados de alguna
forma en la misma teoria de la cual demuestra la no-contradiccion, de modo que la
seguridad de la teoria asi demostrada recaiga sobre estos procedimientos? Se espe-
10 llegar alli empleando el ingenioso procedimiento de la “aritmetizacion de la sin-
taxis”, obra de Godel, que permite formular la sintaxis logica de la aritmética al
interior mismo de la aritmética, de forma que toda expresion de la lengua sintécti-
ca pueda traducirse univocamente en una expresion aritmética. Si, por otra parte,
se ha llegado a establecer esta correspondencia de tal manera que toda proposicion
que traduzca asi una proposicion sintdctica en lenguaje aritmético pueda ser de-
mostrable en la aritmética, entonces se habra logrado expresar la sintaxis de la arit-
mética al interior de la aritmética.

¢Es posible ahora demostrar en esa lengua sintéctica la no-contradiccion de
la aritmética? Uno de los primeros resultados a que fue llevado Godel por la apli-
cacion de su procedimiento resulté precisamente el de probar la imposibilidad de
tal demostracion. Y, de hecho, dejé establecidos en dos teoremas de metamatemati-
ca (1931), primero que una aritmética no contradictoria no podia constituir un sis-
tema completo, lo cual conlleva, necesariamente, enunciados indecidibles; segun-
do, que la afirmacion de la no-contradiccion del sistema figura precisamente entre
estos enunciados indecidibles.

Este resultado, que en apariencia es negativo, obtenido por medio de méto-
dos formales estrictos y luego corroborados por resultados analogos acerca de pro-
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blemas andlogos sobre problemas conexos, tiene gran alcance. Es mas que un sim-
ple episodio de la historia de la metamatematica que reanudaba, bajo una forma
nueva, el viejo ideal de una demostracion absoluta al proponerse constituir un for-
malismo susceptible de terminar volviéndose a cerrar, de alguna forma, sobre si
mismo. En la actualidad se ha puesto fin a esta esperanza. Incluso dentro de la
ciencia formal por excelencia, la matematica axiomatizada, se hace necesario resig-
narse a la separacion, que ya se creia haber borrado, entre verdad y demostrabili-
dad. La primera nocion desborda a la segunda porque, como una de las teorias
matemadticas mas elementales, comporta no solo proposiciones en la actualidad
indecididas sino proposiciones esencialmente indecidibles. Y como, por otro lado,
el principio del tercero excluido y el enunciado contradictorio no-p son igualmente
indemostrables (es decir, para las cuales puede establecerse que son igualmente
indemostrables, el enunciado p y el enunciado contradictorio no-p) porque, de otra
parte, el principio del tercero excluido cuya validez mantienen precisamente los
formalistas contra sus adversarios intuicionistas, asegura que de dos proposiciones
contradictorias una es necesariamente verdadera, aun en el caso de que no poda-
mos decir cudl, se hace necesario concluir que existe, en el interior de una matema-
tica axiomatizada, algo verdadero y no demostrable. Ya para una lengua formal tan
restringida como la aritmética, su no-contradicciéon no podré ser demostrada sino
mediante una apelacion a medios que le sean ajenos.

21. LA AXIOMATIZACION DE LA LOGICA

Problemas y dificultades analogos a los que conocia la metamatematica se encon-
traban, al mismo tiempo, en el terreno de la ldgica. Por lo demds, ambos érdenes
de investigacion se encuentran actualmente asociados intimamente. Cuando atn la
axiomatica se encontraba en sus comienzos, la condicién de la logica podia parecer,
debido a su situacion inicial, como privilegiada. Una teoria axiomatizada retiraba
su significacion y su verdad usuales a los términos y postulados sobre los que se
edificaba, mas para esta edificacion hacia un llamado a teorias anteriores cuya ver-
dad y sentido ya se encontraban presupuestos. Y en el punto de partida de estas
teorias previas, anteriores a todas las otras, se encontraba la logica. Sin duda se po-
dia afirmar de ésta que se axiomatizaba a si misma puesto que de alli en adelante
se presentaba, desde Frege y en especial en la gran sintesis de Russell y Whitehead,
como un sistema deductivo en el que estaban despejados expresamente términos
primeros y proposiciones primeras. S6lo que todavia no se daba aqui, si es posible
decirlo, sino solo una axiomatica concreta. Los términos conservan aqui, mas o me-
nos, su acepcion usual precisada solo por las relaciones que enunciaban los postu-
lados. Y éstos eran verdaderos axiomas, a la vez proposiciones primeras y eviden-
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cias intelectuales. El sistema tenia un sentido pleno y una verdad absoluta que se
propagaban, mediante las definiciones y las demostraciones, a los términos deriva-
dos y a los teoremas. Al proponerse fundar la aritmética, y por su intermedio todo
el edificio de las matematicas sobre la logica, el “logicismo” de Frege y de Russell
tendia a algo muy distinto que proseguir simplemente el movimiento de retroceso
hacia los principios; pensaba en llevarlo hasta su término, alcanzar la roca, el ulti-
mo fundamento. Los términos primeros de la axiomatica peaniana se mantenian
relativamente indeterminados, comportando una pluralidad de interpretaciones;
las proposiciones primeras padecian la misma indeterminacion y, al ser funciones
proposicionales mas que proposiciones, no constituian ni podian hacerlo el objeto
de una afirmacion categorica.

Definiendo estos términos esencialmente variables con la ayuda de constan-
tes logicas, pensadas como otras tantas esencias intemporales, demostrando estos
postulados, extrafios hasta ahi a lo verdadero y a lo falso, recurriendo a la ayuda
de los principios 1dgicos, concebidos como otros tantos axiomas que se imponen
absolutamente al pensamiento, Russell pretendia dotar a los principios de las ma-
tematicas, y en consecuencia a todas las deducciones subsiguientes, de un sentido
absoluto y de una verdad absoluta. La matematica dejaba de ser esta ciencia “en
donde no se sabe nunca de qué se habla ni si lo que se dice es verdadero” y volvia
a ser categorico-deductiva al modo de la 16gica de la cual extraia toda su sustancia.

Pero el creptisculo de las evidencias no tardaria en alcanzar también a la 16-
gica. Ya la aparicién, con ocasion de la teoria de los conjuntos, de antinomias de las
cuales se advertia que el origen debia ser buscado en su nivel, y luego el desacuer-
do profundo que se habia manifestado, en su discurso, acerca de la validez de éste
o aquél de sus principios, comenzaron a conmover la idea de una legislacion 16gica
absoluta, tinica y universal. La nueva orientacion que hacia 1920 algunos logicos
comienzan a dar a su trabajo iba, ahora, a desagregar la ldgica desde su interior.
Paso con ella lo que unos decenios antes habia pasado con la geometria. Del mismo
modo en que ésta dejo de ser tinica con la aparicion de las geometrias no-euclidia-
nas después de haber sido intuitiva porque se la puso en forma axiomatica, en la
misma forma la ldgica se pluraliza y se axiomatiza. Resultaba inevitable que la 16-
gica, transformada en deductiva, se transformara también en el sentido de una
axiomatica abstracta. Las razones que invitaban a dejar de lado, en el desarrollo de
un sistema, el sentido intuitivo de los términos, por temor a que pasara inadvertido
en los razonamientos ulteriores, tenian valor para la logica como para cualquier
otra disciplina deductiva. En los términos de la teoria resultaba necesario no ver si-
no el soporte de las relaciones enunciadas en los postulados. De este modo las pro-
posiciones de la logica, despojadas asi de su sentido propiamente 16gico --como lo
estaban las de la geometria de su sentido propiamente geométrico—, se convierten
pues en formas puras, meras tautologias como lo entenderda Wittgenstein. Esto es,
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enunciados que estrictamente no dicen nada acerca de lo real pero que, por esta ra-
z6n, se mantienen validos cualquiera que sea el contenido concreto que se vierta en
ellos. Esta interpretacion formal de la ldgica favorece la aparicion de logicas no-
clasicas del mismo modo que, por una accion recurrente, éstas vienen a reforzarla.
Porque si los principios son establecidos solo hipotéticamente, no hay ya nada que
prohiba establecer otros, modificar éste, eliminar aquél. Asi se pasa de la légica a
las logicas que uno construira a su voluntad. A su vez, tal pluralidad de logicas
retira su privilegio a la logica cldsica, que so6lo es un sistema entre otros y, al igual
que ellos, una simple arquitectura formal cuya validez depende sdlo de su cohe-
rencia interna.

Solo que la analogia, con respecto a la geometria, deja de ser, en este punto,
esencial, dado que la logica no dispone ya de ciencias anteriores de las que pueda
hacerse uso para construirla como una axiomatica formal. Ya, a medida que se re-
montaba la escala de las ciencias iba en aumento la dificultad de no presuponer
nada en el trabajo de la axiomatizacion que perteneciera a la ciencia de la cual se
trataba. Por ejemplo, en el caso de la aritmética la pluralidad numérica. Con la 16gi-
ca, la dificultad llega a convertirse en una imposibilidad absoluta, pues necesaria-
mente hace falta una légica que regule las operaciones del axiomatico. Seguramen-
te es posible vigilar para poder ajustar la 16gica que se estd axiomatizando sobre la
misma que sirve para axiomatizarla para hacer, dicho en otra forma, que la logica
operatoria se aplique sobre la ldgica axiomatizada como uno de sus modelos posi-
bles. No obstante, subsisten dudas bastante vergonzosas: primero, ;se esta seguro
de poder lograr una correspondencia completa entre las dos? Ya a los primeros
artifices de la logica simbdlica no se les habia escapado observar que determinadas
reglas de la deduccion formal no podian ser incluidas en el formalismo, como la
licencia de reemplazar, dentro de una férmula del calculo, las variables por cons-
tantes individuales, permiso sin el cual la formula no tendria ningtin uso, puesto
que seria presupuesta necesariamente dentro del uso de toda forma simbdlica que
pretendiera expresarla. De este modo resultaria necesario distinguir en forma clara
entre los axiomas y las reglas, entre los enunciados que integran el calculo y aque-
llos que lo regulan, dominando de alguna manera estos tltimos al calculo mismo,
pero siguiendo siéndole exteriores. Tal distincion naturalmente va a imponerse a
toda tentativa de axiomatizar la ldgica, lo cual indica que resulta imposible llevar a
un término final la obra de la axiomatizacidn, la reduccién de lo intuitivo, que se-
rd reabsorbido por la légica. Siempre subsiste algo anterior, lo intuitivo previo,
pues si las proposiciones del cdlculo pueden, o deben, ser vistas como tinicamente
formales, por el contrario, las proposiciones sobre el calculo no pueden ser vacia-
das de significado y necesariamente deben ser entendidas en su sentido intuitivo.
Por otro lado, la multiplicacion de las logicas no simplifica el asunto. Con una
logica que es considerada tnica y absoluta, la correspondencia entre su forma
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axiomatizada y su uso operativo, aunque continuara siendo parcial, al menos
quedaba establecida como algo perteneciente a ella misma. Esto no puede ya ocu-
rrir en el caso de las ldgicas construidas ad libitum, dado que su multiplicidad y
diversidad les prohiben referirse por igual a nuestra logica operatoria, de la cual
seria laborioso aceptar que fuera igualmente maleable.

22. LAMETALOGICA

En tal forma, la axiomatizacion de la ldgica la fuerza al desdoblamiento, no sdlo al
que es propio de toda axiomatica que permite se haga de ella una lectura abstracta
o concreta, sino también al que demanda la anterioridad de la actividad constructi-
va, tomando como referencia toda construcciéon formal. En su totalidad, la axioma-
tica formal se encuentra rodeada por un dominio intuitivo: por debajo, las interpre-
taciones concretas que de ella se puedan dar, los modelos, que por lo general le han
servido de base; por arriba, las ciencias que le son anteriores y que intervienen, en
su proceso de edificacion, con su verdad categorica y significado intuitivo. Pues
bien, la colocacion de la légica, al extremo de la escala de las ciencias, le impide
apoyarse en una ciencia previamente constituida. No obstante, si se desea expresar
el saber que va implicitamente empleado en el trabajo de la axiomatizacion de la
logica, sera imposible efectuarlo dentro de la ldgica, sino en una nueva disciplina
cuyo objeto serian las formulas de la 16gica axiomatizada, asi como las reglas de su
manejo. La metaldgica desempena en esta forma, en relacion con la légica, el mis-
mo papel que la metamatematica en relacion con las matematicas. Sin duda resul-
taria exagerado afirmar que naci6 de la axiomatizacion de la ldgica, pues en cierto
sentido todos los 16gicos habian hecho ya, en cierto grado, metalogica, aunque sin
saberlo. La axiomatizacion los oblig6 a tomar conciencia y a distinguirla en forma
expresa de la logica a la cual estd vinculada como su objeto. A una lengua objetiva,
como lo es el calculo formal, viene a sobreponerse una metalengua que comprende
especialmente las reglas de sintaxis del calculo formal y las reglas seménticas de su
interpretacion concreta.

Por supuesto, nada impide tomar ahora, a su vez, la metalengua como obje-
to de estudio y formular su sintaxis y organizarla posteriormente en una teoria de-
ductiva, la cual podra ser axiomatizada, simbolizada y formalizada. Sélo que por
esta razon se empleard una metalengua nueva o, si asi se desea, se creara el objeto
de una metalodgica nueva. De este modo se puede, al menos en teoria, proseguir en
forma indefinida tales escalonamientos, indicando con la palabra “indefinida”, la
imposibilidad de sefalar un limite a la regresion formalizadora y eliminar en el
punto de partida de la elaboracién axiomatica todo rastro de intuicién.
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IV. EL METODO AXIOMATICO EN LA CIENCIA

23. LAS VENTAJAS DEL METODO AXIOMATICO

En sus principios, la formulacién axiomatica de una teoria deductiva podria pare-
cer que tenia un interés limitado. Entre los matematicos, gran cantidad de ellos no
veian en ella sino poco mas que un procedimiento elegante de hacer una exposi-
cidn, cuyo refinamiento era muy superfluo, casi una especie de juego intelectual
apto solo para satisfacer espiritus en exceso escrupulosos en lo que respecta al ri-
gor logico, pero que se encontraba al margen del trabajo cientifico y verdadera-
mente productivo. Debido a su caracter deliberadamente formal, ;no se prohibia la
axiomatica a si misma enriquecer con sustancia alguna de caracter nuevo el conte-
nido de nuestro conocimiento? Su utilidad como método atin parecia dudosa, no
sOlo en lo que toca a sus aplicaciones practicas, sino incluso al interior de la ciencia
pura. No obstante, la historia de la ciencia muestra en forma excesiva que, con fre-
cuencia, las investigaciones inicialmente mas desinteresadas son las que al final se
revelan como las mas fecundas.

Después de todo, un espiritu escéptico ;no habria expresado objeciones muy
parecidas en el momento en que los griegos, al poner en forma deductiva todo un
cuerpo de verdades empiricas, construyeron las matematicas como una ciencia ra-
cional, iniciando en esta forma a la humanidad en la era cientifica?

Si se reflexiona sobre ellas, las ventajas del método axiomatico resultan ma-
nifiestas. En primer lugar constituyen un instrumento precioso de abstracciéon y
analisis. El paso de una teoria concreta a la misma teoria axiomatizada, formaliza-
da posteriormente, renueva, prolongandolo, el trabajo de abstraccion que lleva, por
ejemplo, de un nimero concreto (un montén de manzanas o de guijarros) al nime-
ro aritmético, y después de la aritmética al algebra, reemplazando los términos
individuales por variables de las cuales solo estan determinadas las relaciones. Y,
en fin, del adlgebra clasica a la moderna, en la cual no sélo los objetos sino también
las relaciones que se efectiian sobre estos objetos llegan a su vez a ser concretamen-
te indeterminadas, fijadas sélo por algunas propiedades fundamentales muy abs-
tractas. Por otro lado, ante el tratamiento axiomatico, las nociones fundamentales
de una teoria quedan con frecuencia confusas, tienen comprehensiones que son a
la vez demasiado ricas e insuficientemente explicadas. Nada garantiza entonces
que estos elementos diversos continuardn siendo siempre compatibles, y nada nos
precave en contra del peligro de resbalar en forma inconsciente en nuestros razo-
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namientos de uno a otro. El método axiomatico prosigue el andlisis de las nociones
primeras, obligando a aislar ciertas propiedades enunciadas expresamente en los
axiomas y a usar unicamente a ellas o lo que se haya deducido de ellas.

Un progreso en la abstraccion va siempre a la par con un progreso en lo
general, dejando caer algunas de las determinaciones disociadas por el analisis. La
reduccion de la comprehension elimina las restricciones y asegura el ensancha-
miento de la extensidn. Russell afirma que generalizar es transformar una constan-
te en una variable, y tal es precisamente el trabajo del axiomatico cuando sustituye
la recta, la congruencia, por x, y..., que satisfacen a las relaciones que enuncian los
postulados. De este modo, cuando descartamos las significaciones intuitivas, que
siempre son especiales, no s6lo nos hacemos capaces de pensar en forma mas de-
sembarazada la teoria inicial, sino que, de golpe, se forma un instrumento intelec-
tual plurivalente que puede utilizarse en todas las teorias isomorfas a la primera.
Del mismo modo que una funcion es, como se ha dicho, un molde de proposicio-
nes, una teoria axiomatizada llega a ser una especie de “funcién teérica”, un molde
de teorias concretas. El defecto de la univocidad, lejos de perjudicar a las definicio-
nes por postulados, por lo contrario constituye su interés. La indeterminacién de
una estructura formal no puede considerarse una indigencia desde el momento en
que no es una cualquiera, sino que se encuentra regulada por condiciones muy
precisas. La pluralidad de los posibles, en los limites precisamente delimitados,
representa por lo contrario una verdadera riqueza virtual. Se obtiene de este modo,
por la axiomatica, una economia importante de pensamiento, pues se retinen varias
teorias en una, lo multiple se piensa en uno.

Pero también se gana bastante para el mismo saber. Primero, en su organiza-
cidén de conjunto. Al igual que la anatomia comparada, guiada por el principio de
la identidad de plan, discierne en su pintoresca variedad los drganos homadlogos,
asi también la axiomatica, al descubrir las analogias formales, revela corresponden-
cias insospechadas entre los dominios diversos de una misma ciencia e incluso pa-
rentescos entre ciencias que al parecer eran ajenas o lo parecian. Al poner de relieve
la estructura invariante que es comun a teorias que al parecer son heterogéneas, se
hace posible dominarlas mediante el pensamiento y, en una visién mas sintética,
abrazar con la mirada vastos paisajes intelectuales que sélo se conocian fragmenta-
riamente, en lo cual encontrardn provecho los espiritus que se encuentran mas
atentos al acrecentamiento cuantitativo de los conocimientos que a su organizacion
armoniosa. Pues tal organizacion hace sensibles las lagunas que la analogia invita a
llenar. Cada teoria saca provecho de las que, en la actualidad, se denominan empa-
rentadas. Se transfieren aqui, donde no lo sugeria nada intuitivo, los resultados ad-
quiridos en otras partes. El rigor del método de exposicion conduce asi, en ultima
instancia, a su fecundidad para el descubrimiento.
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A estas ventajas, que ya en primer grado ofrecen las primeras axiomaticas,
vienen en forma natural a combinarse, en las axiomaticas formalizadas, las de todo
calculo simbdlico: seguridad, objetividad. El caracter ciego y cuasi mecanico de sus
procesos no es, en forma alguna, su menor interés, pues permite que sean ejecuta-
dos por una maquina, reservandose asi el espiritu para las operaciones de nivel su-
perior. Mediante la simbolizacién y la formalizacion de las teorias, y por medio de
los isomorfismos asi revelados, las grandes computadores de EUA estdn pasando a
ser, si no “mdaquinas repensar” verdaderas, al menos auxiliares cientificos cuyas
aptitudes superan muy ampliamente la ejecucion de las operaciones o problemas
que son puramente numéricos. Y de entre los problemas numéricos que son capa-
ces de resolver figuran, precisamente, los problemas de decision acerca de las axioma-
ticas formalizadas. Tales usos ain son nuevos y sus desarrollos aun imprevisibles,
pero se piensa que ya sin ayuda de las maquinas y para el espiritu reducido sélo a
sus recursos, la simbolizacién y la formalizacion elevan la abstraccién axiomatica a
la segunda potencia, si se puede decir asi.

24. LA AXIOMATIZACION DE LAS MATEMATICAS

Resultaria en extremo dificil medir con precision la parte que le corresponde al mé-
todo axiomatico en el desarrollo de las matematicas modernas. Mas que de una ca-
usalidad bien orientada, indudablemente seria obligado hablar con frecuencia de
acciones recurrentes o conjugadas. La teoria de los grupos, por ejemplo, de la que
ha sido posible decir que es la matematica despojada de su sustancia y reducida a
su forma pura, nacid antes que ella y se desarrolld inicialmente en forma indepen-
diente. No obstante, el espiritu en que se inspira esta tan de acuerdo con la axioma-
tica, y los problemas son a menudo tan cercanos, que ambos ordenes de investiga-
ciones se encuentran en la actualidad relacionados muy intimamente.?” Precisa-
mente porque no se trata de una invencion aislada y localizada, surgida en forma
accidental, y porque tiene su apoyo en las mismas tendencias que caracterizan el
espiritu matematico europeo, las cuales no han hecho otra cosa que exasperarse
desde hace mas de 100 afios, es la causa por la cual el método axiomatico no logra
disociarse del todo. Sus rasgos caracteristicos ya son reconocidos facilmente en el
pensamiento matematico cldsico: abstraccidon y generalizacidn crecientes, rechazo a

27 Cf. G. Juvet, La structure de nouvelles tliéories physiques, p. 169. “Toda geometria coherente constitu-
ye la representacion de cierto grupo. Ahora bien, toda geometria descansa igualmente sobre un sis-
tema de axiomas, de modo que toda axiomatica es igualmente, desde cierto punto de vista, la repre-
sentacion de cierto grupo, el grupo de operaciones que definen los axiomas y que acttian sobre los
objetos de los que tratan tales axiomas.” Cf., del mismo autor, L’axiomatique et la théorie des groupes,
Congrés Intem. De Phil. Scientifique, 1935, vol. VL.
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la intuicidn que se sustituye con la légica, subordinacioén del contenido a la estruc-
tura, establecimiento de correspondencias unificadoras, etc. No resulta menos cier-
to por esto que Hilbert, al haber ensennado a los matematicos a “pensar axiomatica-
mente” haya modificado profundamente el “estilo matematico”, precisamente don-
de el método axiomatico no se emplea en forma sistematica.?

Pero éste lo es cada vez mas. Toda teoria matematica, desde la aritmética y la
teoria de los conjuntos hasta el calculo de probabilidades, ha sido ya axiomatizada
y, con frecuencia, en formas multiples. En Francia, el gran tratado que se publicd
bajo el pseudéonimo —genérico— de N. Bourbaki, se propuso exponer, mediante
este método, todo el conjunto de las matematicas. Bien se entiende que en el caso
de una teoria que se encuentra todavia muy cercana a sus origenes concretos, como
es el caso de las probabilidades, la forma en que la axiomatizacion desembaraza a
la ciencia de los problemas concernientes a la esencia de las entidades de las que
trata, y que son problemas de los cuales hasta hace poco una ciencia racional no
pensaba poder liberarse. La parte mas dificil de un tratado de las probabilidades
era, con frecuencia, la introduccion, en la cual el autor se sentia obligado a precisar
lo que significaba esta nocion mediante la cual pretendia hacer ciencia. Quedaba
entonces atrapado en este dilema, o bien nos remitia a la intuicion al hablar de car-
tas, bolas, dados, centavos; o bien daba una definicion abstracta en la que podia di-
simular bien, mas no suprimir, la circularidad: la probabilidad, la relacion del nu-
mero de casos favorables con la de los casos posibles con la condicion de que éstos
sean igualmente probables. Esta notoria dificultad ilustra sorprendentemente lo que
tiene de incomoda y transitoria la fase de la deduccion concreta, en la cual se debe
y no se puede justificar los principios. Las cosas quedaban claras en la fase empiri-
ca e inductiva. Al dejarnos guiar por nuestro sentimiento intuitivo de las probabili-
dades podriamos ver, por ejemplo, que no existe razon alguna para que caiga agui-
la 0 sol. Y después llegamos a establecer las dos leyes, que la experiencia verificara,
de las probabilidades totales y de las probabilidades compuestas. Y esto volvera a
resultar claro en la fase axiomatica, la de la deduccion abstracta: ambas leyes que-
daran establecidas ahora como principios.

Tal purificacion conceptual inicidtica constituye apenas el beneficio menor
que es posible obtener del método. Como se ha visto, el andlisis axiomatico destaca
las estructuras de las teorias particulares que se encuentran ya constituidas, reve-
lando asi las analogias formales entre teorias con frecuencia muy alejadas en su
contenido y que por esta razon permanecen como si fueran independientes. Tal es
el caso, por ejemplo, de la teoria de la medida y el calculo de probabilidades. Del
mismo modo se descubren estructuras topoldgicas en conjuntos de elementos que

28 Cf. ]. Dieudonné, David Hilbert en Le Lionnais, Les grands courants de la pensée mathématique, Rev.
De Metaph., 1935, pp. 375-384.
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no son ya puntos, sino funciones o, incluso, elementos que son esencialmente dis-
continuos como los niimeros enteros. La teoria de los espacios abstractos, o topolo-
gla general, que se debe a M. Fréchet, se convierte asi en uno de los frutos mas be-
llos del método axiomatico. Las teorias matematicas son igualmente puestas en
correspondencia con teorias extramatematicas, especialmente con teorias logicas.
El calculo de probabilidades con ciertas logicas plurivalentes; la topologia con de-
terminados calculos de l6gica modal; teorias antiguas, puestas en claro con una luz
nueva procedente del isomorfismo, pueden experimentar desarrollos inesperados.
La similitud de funciones lleva también a crear, para una teoria, nociones abstrac-
tas que no podian sugerir nada en tanto se encontraban sujetas a su interpretacion
primigenia. De este modo nacen seres matematicos nuevos.

No soélo se aprovechan del tratamiento axiomatico las teorias particulares, si-
no que toda la fisonomia del conjunto de las matematicas se encuentra transforma-
da. Debido a parentescos insospechados que se revelan de pronto, se redistribuye
el universo matematico. El orden tradicional,® que repartia las disciplinas matema-
ticas de acuerdo con los objetos de estudio (aritmética, dlgebra, andlisis infinitesi-
mal, geometria) parece en la actualidad tan superficial como el de las antiguas
clasificaciones zooldgicas que agrupaban a los animales de acuerdo con sus seme-
janzas exteriores (acudticos, terrestres, aéreos) en lugar de basarse en las similitu-
des de su estructura. Se coordinan ahora teorias que tratan acerca de objetos muy
diferentes pero que se encuentran dotados de propiedades formales andlogas. La
teoria de los nimeros primos se halla muy cercana a la de las curvas algebraicas, la
geometria euclidiana a las ecuaciones integrales simétricas. Y la subordinacién se
basa sobre la jerarquia de las estructuras, que van de las mas simples y generales a
las mas complejas y mas especiales.

En primer lugar, algunas estructuras maestras que tienen un caracter mas
amplio: estructuras algebraicas, estructuras de orden, estructuras topoldgicas. A
continuacion estructuras que son ya mas complejas y diferenciadas, en las que se
combinan organicamente dos o mas de estas estructuras maestras, como por ejem-
plo el 4lgebra topoldgica. Después sélo teorias mds especiales en las cuales los ele-
mentos empiezan a cobrar una individualidad mucho mas marcada. Es en este ni-
vel donde se reencuentra la mayor parte de las teorias de la matematica cldsica. So-
lo que en lugar de permanecer independientes y casi aisladas, se ven ahora deter-
minadas por entrecruzamientos diversos de algunas teorias mas generales. Por
ejemplo, el conjunto de los ntimeros reales puede ser considerado como un cuerpo
o como un conjunto ordenado, o bien como un espacio topoldgico, etc., de modo

» La parte final de este parrafo se encuentra inspirada directamente por N. Bourbaki, La architecture
des mathématiques, en Le Lionnais, op. cit., pp. 43-44; ]. Dieudonné, L'axiomatique dans les mathémati-
ques modernes, Congrés intern. De Phil. Des Sciences, 1949, 111, p. 48; Chevalley, art.cit., pp. 383-384.
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que las propiedades de los nimeros reales son, por una parte, las que es posible
leer en los teoremas que les son aplicables de cada una de las teorias correspon-
dientes y, por otro lado, las que resultan de la validez simultanea de estas teorias
diversas o de varias de entre ellas.

25. LA AXIOMATIZACION EN LAS DEMAS CIENCIAS

El sistema axiomatico no se aplicd exclusivamente a las matemadticas sino que se
desbordo por todos lados.

No constituird sorpresa alguna que un método cuyo propdsito es suplantar
la intuicion por la légica haya encontrado su campo de eleccion en la misma logica.
Esta ciencia hace en la actualidad un empleo sistematico y regular de ella y, al con-
trario, su uso va disminuyendo a medida que se desciende en la escala de las cien-
cias, cuando se pasa de la mecdnica a otras partes de la fisica y, de alli, a las ciencias
de la naturaleza. Podria decirse que no ha excedido ain el dominio de la fisica. Los
ensayos que se han hecho en el campo de otras ciencias, como Woodger lo intento
con la biologia, contintian siendo esporadicos y su interés radica exclusivamente en
la curiosidad que provocan. No se trata de que ninguna ciencia rechace, por su na-
turaleza misma, su empleo, pero éste, para que rinda frutos, sélo debe llegar a su
hora y en el momento en que la ciencia en cuestion alcance cierto grado de madu-
rez. Existe una especie de ley del desarrollo de las ciencias que las hace pasar en un
orden irreversible, y cada una de ellas, a su turno, de acuerdo con el rango que
ocupan en la jerarquia, por cuatro etapas sucesivas: la descriptiva, la inductiva, la
deductiva y la axiomadtica. Una axiomatica queda en una especie de vacio si no es
construida sobre una teoria deductiva previa, la cual carece de valor cientifico si no
organiza un vasto conjunto de leyes adquiridas inductivamente, tras una prolonga-
da exploracion de los fendmenos. La fisica inductiva en los siglos XvII y XvIII dio
paso, en el siglo XIX, a la era de las grandes teorias deductivas y, en la actualidad,
ha llegado al punto en el cual el tratamiento axiomatico le es ampliamente aplica-
ble.

No siempre han sido sus partes iniciales en el tiempo las que han obtenido
mas beneficios de este tratamiento. Determinadas caracteristicas de las teorias nue-
vas —que, por supuesto, se apoyan en todo conocimiento adquirido con anteriori-
dad, incluso cuando éste es corregido— las predestinaban a ello, y no soélo el hecho
de que nacieran en la misma estacion en que la axiomatica florecia. En primer lu-
gar, su caracter altamente abstracto y formal que inevitablemente resulta, entre
otras muchas razones, de que han dejado de existir dentro de la escala de nuestra
intuicion. Una fisica de lo inmenso y una fisica de lo infimo desconciertan nuestro
poder de representacion concreta: la curvatura del espacio-tiempo, el spin del elec-
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tron no tienen ya sino un valor muy débilmente analogico. Incluso esta lejana alu-
sion a la imagen se desvanece del todo con el simbolismo matematico, el inico que
da a las teorias su expresion exacta. Ademas, ciertas particularidades que son esen-
ciales a la nueva fisica favorecen e incluso imponen el uso del método axiomatico.
Como lo explica J. L. Destouches, “una fisica en la que todas las medidas simulta-
neas no son posibles no puede ser una fisica de las propiedades intrinsecas y debe
limitarse a ser una fisica de relaciones”.3® Una fisica asi necesariamente debe ser
estructural. Demanda en forma expresa la subordinacion de los términos a las rela-
ciones, que es tan caracteristico del ordenamiento axiomatico.

Si es que no se ha extendido mucho el uso de exponer axiomaticamente el
contenido de la fisica cldsica no se debe a que este asunto presente dificultades
especiales, al menos para las partes ya sistematizadas.

La axiomatica consiste en el perfeccionamiento de la teoria deductiva, lo
cual también significa que toda puesta en forma deductiva encamina ya por la ruta
de la axiomatica. La costumbre de duplicar el lenguaje mediante el simbolismo ma-
tematico ha acostumbrado a los fisicos desde hace mucho tiempo a distinguir no
entre teorias con imagenes y teorias abstractas, como entre dos aspectos, uno con-
creto y otro simbolico de la misma teoria. Pero de acuerdo con la comparacion de
Poincaré, las imagenes no son sino vestiduras sometidas al capricho de la moda, en
tanto que la verdadera teoria, la que permanece, es el sistema de ecuaciones, esto
es, de relaciones. Del mismo modo, no han dejado de observar las similitudes for-
males que se dan entre ecuaciones o sistemas de ecuaciones que pertenecen a capi-
tulos de la fisica que son concretamente distintos y que, por ejemplo, rigen unos a
los fendmenos mecénicos y otros a los fenomenos electromagnéticos: entonces, los
isomorfismos les son familiares. Pero ya dentro de la organizacion conceptual que
presupone el establecimiento de leyes, el trabajo de abstraccién hace un llamado a
las axiomaticas ulteriores. Si la fisica es una ciencia de lo concreto en el sentido de
que descansa sobre lo real, por lo menos los términos entre los que se establecen las
relaciones que enuncian las leyes son, por completo, algo distinto a los objetos con-
cretos. La masa, la fuerza, la potencia, la resistencia, son entidades abstractas suge-
ridas seguramente, como su nombre lo indica, por imdgenes, pero cuyo sentido
propiamente cientifico queda fijado exclusivamente por las relaciones que sostie-
nen entre ellas y con otras de naturaleza semejante.? Las nociones intuitivas han
servido, en su origen, para establecer las leyes, pero una vez elaborada la red de le-
yes la perspectiva se ha invertido: es el conjunto de leyes de la mecanica clasica, de
la termodindmica, de la Optica el que da, de las nociones fundamentales de cada
una de estas teorias, una “definicion disfrazada”. Para descartar definitivamente

30 Essai sur la forme générale des théories physiques, p. 102.
31 Cf. J. Ullmo, Physique et axiomatique, Rev. De Métaph., 1949, pp. 126-138.
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tales significaciones intuitivas adventicias e inoportunas, para exponer en su pure-
za intelectual el sistema de las relaciones, ningtin método podria ser mas eficaz que
el método axiomatico.

26. LOS LIMITES DEL METODO AXIOMATICO

Las ventajas que ofrece este método no deben, sin embargo, disimular sus limites.
En primer lugar no se debe olvidar que so6lo representa una de las fases de la cien-
cia y que incluso el 16gico y el matematico no se desinteresan de ninguna manera
de la verdad material de sus proposiciones. El aritmético bien puede pretender que
la descuida, pero sin embargo no deja de acoger, aparte de situarlos en un nivel
inferior, muchos “teoremas empiricos”, que en realidad son verdaderas leyes in-
ductivas. Pero en el lugar preciso en que se procede axiomaticamente, no seria po-
sible llevar adelante el método hacia donde apunta. Este se propone perseguir a la
intuicion para sustituirla no ya por el razonamiento sino por un célculo, por un
manejo regulado y privado de simbolos. En realidad el formalismo no es capaz de
funcionar sin alimentarse, en éste u otro lugar, de la intuicion. Y, en primer lugar,
de la intuicion concreta que lo sostiene.

Solo ocurre en los libros que una axiomatica comienza con los axiomas y, en
el espiritu del axiomatico, ahi termina, pues presupone la deduccion material a la
que da forma, y ésta, a su vez, ha requerido un largo trabajo inductivo previo para
poder reunir los materiales a los que da organizacion. Sobre estas bases, el trabajo
verdadero del axiomatico es descubrir los axiomas y, de hecho, no deducir las con-
secuencias de principios dados, sino por el contrario, frente a cierto conjunto de
proposiciones, descubrir un sistema minimo de principios de los cuales se puedan
deducir. Al andlisis inductivo que, de los hechos se remonta de las leyes, sucede el
analisis axiomatico que, prosiguiendo la obra de sistematizacion deductiva, se re-
monta de las leyes a los axiomas. Una vez que éstos han sido traducidos a simbo-
los, con sus reglas de funcionamiento, el formalista podra olvidar las significacio-
nes intuitivas iniciales. Estas no han requerido menos el disefio de su construccién
y solas, incluso ahora, hacen comprender las lineas maestras y los contornos y ase-
guran su unidad: unidad organica y no mera yuxtaposicion accidental de axiomas.
El defecto de una presentacidon axiomatica abrupta, en el momento en que afecta a
espiritus que no se encuentran preparados, se encuentra precisamente en esta im-
presion irresistible de arbitrariedad y vacuidad. La axiomadtica practicamente no
presenta interés a quien previamente no ha asimilado el conjunto de conocimientos
concretos que ordena cuando los esquematiza. No es sdlo por juego que se constru-
ye una axiomatica, y los instrumentos intelectuales se encuentran hechos para ser
utilizados. Incluso el tedrico puro, que deja a los demas el uso de los instrumentos,
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no se encuentra menos constrenido a tomar en consideracion un modelo: el modelo
simbolico mismo.

Se pone otro limite al uso del método axiomatico: el teorema paraddjico de
Skolem. A todo sistema que excede un nivel muy elemental y que comporta un
modelo en un dominio cualquiera, es posible asignarle también un modelo en el
dominio de los nimeros naturales. Ahora bien, el conjunto de los nimeros natura-
les constituye un infinito enumerable, que es la potencia mas débil de los conjuntos
infinitos. De este teorema resulta que el tratamiento axiomatico desvanece de cierta
forma todas las potencias superiores. Por ejemplo, el continuo no puede ser conce-
bido en su especificidad estructural, pues toda axiomatica que se dé conllevara un
modelo enumerable. Los resultados obtenidos posteriormente por Von Neumann
muestran que la potencia de un conjunto es relativa a la axiomatica empleada, y
van en el mismo sentido. Constituia una ventaja del método axiomatico reunir, por
la identidad de su estructura, una pluralidad de sistemas isomorfos. Si ahora los
sistemas que reune pueden no ser isomorfos es porque deja escapar ciertas particu-
laridades de las estructuras y que® ya no basta para diferenciarlas. Sera necesario
recurrir a la intuicion para distinguirlas.

Si la intuicidn concreta la limita por la parte inferior, la axiomatica permane-
ce del mismo modo en contacto, por la parte superior, con una intuicién intelectual
que ella indudablemente puede repeler cada vez mas lejos, pero en modo alguno
suprimir. La intuicion se refugia de la teoria en la metateoria, y luego que ésta que-
da reducida a un sistema formal, en la meta-metateoria y asi en forma intermina-
ble. Siempre el manejo del simbolismo exige un sobrevuelo del espiritu. Los teore-
mas de Godel han puesto de manifiesto a los propios formalistas, pues en este caso
desempenan un papel comparable al del principio de incertidumbre formulado
por Heisenberg en el campo de la fisica cudntica. Del mismo modo que la interven-
cidn de la actividad experimental en el contenido de la observacién no puede ago-
tarse en forma indefinida, esto ocurre en la misma forma con la intervenciéon de la
actividad mental en las axiomaticas simbolizadas y formalizadas. Ya sea que se ale-
gre o se preocupe uno por esto resulta imposible eliminar el sujeto. De alli provie-
ne la reaccion del intuicionismo: “No podemos aceptar que el camino de la ciencia

3 Recordemos que se dice que dos conjuntos tienen la misma potencia cuando es posible establecer
entre sus elementos una correspondencia biunivoca (esto es, que a todo elemento del uno corres-
ponde uno y un solo elemento del otro, y reciprocamente); que, para conjuntos finitos tener la mis-
ma potencia se reduce a tener el mismo niimero de elementos; que para los conjuntos infinitos la po-
tencia mas débil es la del enumerable (la sucesion indefinida de los nimeros naturales); que la poten-
cia del continuo (por ejemplo, la de los puntos de una linea, o del, conjunto de los nimeros reales) es
superior a la del enumerable; en fin, que siempre es posible construir un conjunto cuya potencia su-
pere la de un conjunto cualquiera.
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conduce a la eliminacién del espiritu.”?® Incluso con sistemas lo suficientemente
rudimentarios como para que no funcionen en ellos aun las interdicciones de Go-
del, resulta claro que la percepcion de una correspondencia analdgica entre la in-
terpretacion objetiva y la interpretacion sintactica de las mismas formulas necesita,
del mismo modo que la inteligencia, de un retruécano, de una iniciativa espiritual
y que, por lo general, una cierta constelacion de signos, negro sobre blanco, no
alcanzard a ser, por decir algo, la demostracion de una no-contradiccion, sino
exclusivamente para un espiritu que sepa leerla como tal.

El beneficio que provee el método axiomatico no es el de excluir la intuicion,
sino contenerla y retrocederla hacia el terreno estrecho donde resulta irremplazable
y posee la ventaja de sustituir el 6rgano por el instrumento, a continuacion el ins-
trumento por la maquina para, finalmente, dotar a la maquina de aparatos de auto-
rregulacion. Por mds perfeccionada que se la pueda imaginar, solo su funciona-
miento —por no mencionar su construccion o su empleo— demandara siempre del
control humano ni nunca podrd evitar intervenciones procedentes del exterior,
aunque fuesen en grado cada vez menor, cada vez mas minimas y espaciadas. Del
mismo modo que una maquina, un mecanismo intelectual no resultaria seguro del
todo si se tuviera la certeza total de que no tiene ninguin defecto, que no esta ex-
puesto a sufrir una averia o a enloquecer, que en modo alguno surgira una ambi-
gliedad del tipo que sea acerca del modo de aplicar las reglas, o bien, que nunca se
nos arroje a una alternativa indefinida de afirmaciones y negaciones que recuerden
las antinomias cantorianas. Resulta sin duda mas justo solicitar a la intuicion y al
formalismo que se controlen mutuamente, garantizando asi el formalismo contra
los errores de una intuicion intemperante, aunque con la condicion de que €l mis-
mo quede sometido a la vigilancia de una intuicion aminorada.

Por lo demas, nadie ha impugnado en forma seria el papel que mantiene la
intuicion en el descubrimiento. Cualquiera que sea la fecundidad de un método, su
oficio es, sobre todo, de consolidacion y, si se quiere, de prolongacion, pero sobre
un terreno previamente fijado. El método pone en orden lo adquirido y, al hacerlo,
llena las lagunas y explota las aperturas, mas no inicia nada que sea esencialmente
nuevo. Los descubrimientos revolucionarios son obra del genio que logra trastor-
nar los métodos. Descubrir, probar, nada le resulta menos indispensable a la cien-
cia que requiere del espiritu de la aventura como del espiritu del rigor. Vistos en
esta forma, incluso la intuicion y el formalismo se complementan de acuerdo con la
diversidad de los espiritus y los cambios de la historia. Un autor al que no se le
puede acusar de tibieza para con la axiomdtica expresamente se encuentra de
acuerdo con lo anterior. Durante los periodos de expansion, cuando surgen ideas
nuevas, resulta con frecuencia muy dificil delimitar con precision las condiciones

3 A. Heyting, en F. Gonsetti, Philosophie matématique, 1939, p. 75.
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de su empleo y, por decirlo de una vez, resulta imposible hacerlo en forma razona-
ble sino hasta que adquiere una larga practica de tales ideas o nociones, lo que re-
quiere un periodo de desmalezamiento mas o menos amplio en el que dominan la
incertidumbre y la controversia. Pasada ya la edad heroica de los exploradores, la
siguiente generacion puede entonces dedicarse a codificar su obra, eliminar lo su-
perfluo y sentar sus bases. En una palabra, volver a poner en orden el edificio. En
este momento reina nuevamente, sin division, el método axiomatico, hasta la re-
volucidn siguiente que aportard alguna idea nueva.”3

3 J. Dieudonné, L’axiomatique dans les mathématiques modernes, recopilacion citada, pp. 47-48.
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V. EL ALCANCE FILOSOFICO DE LA AXIOMATICA

27. LA FILOSOFIA DE LAS MATEMATICAS

La constitucion y el desarrollo del método axiomatico no interesan exclusivamente
al trabajo cientifico sino que se proyectan también sobre problemas filoséficos cuyo
alcance va ensanchandose: la filosofia de las matematicas, la filosofia de las cien-
cias, la filosofia del conocimiento.

En primer lugar, la axiomatica abre una de las vias posibles para resolver el
problema que ha dominado, desde principios del siglo XX, toda la filosofia mate-
matica, esto es, las bases mismas de esta ciencia. Este problema, que hasta entonces
practicamente no habia preocupado a los matematicos, les fue impuesto en forma
brusca debido a la crisis que produjo la formulacién de la teoria de los conjuntos.
Esta fue elaborada por G. Cantor en el ultimo cuarto del siglo xiX. Tras afrontar
numerosas resistencias la teoria de los conjuntos aparecié definitivamente hacia
1900 como la base de todo el edificio matematico. La aritmética de los nimeros fi-
nitos, mediante la cual se reconstruyeron las demads partes de las matematicas, po-
dia constituirse a la vez como un caso especial y particularmente simple e intuitivo
de la teoria de los conjuntos: el de los conjuntos enumerables. Y, es precisamente en
este momento, cuando aparecen al interior de la teoria “antinomias” o “paradojas”,
esto es, pares de teoremas contradictorios. El conjunto de todos aquellos conjuntos-
que-no-se-contienen-ellos-mismos-como-elementos, ;puede contenerse él mismo
como elemento? Uno puede autoconvencerse con facilidad de que una respuesta
afirmativa y una respuesta negativa a este mismo problema pueden justificarse del
mismo modo. Tales dificultades ofrecen en este caso una gravedad considerable.
Para una teoria que ha dejado de soportarse en nociones y verdades intuitivas y
que en consecuencia carece ya de otra garantia de su validez que la coherencia for-
mal, la menor fisura basta para comprometerla, su ldgica tiene la obligacion abso-
luta de ser infalible.

Desde un principio las investigaciones para encontrar una solucion se han
comprometido en tres direcciones. El “empirismo” de Borel y Lebesgue, posterior-
mente prolongado y reforzado por el “intuicionismo” de Brouwer, atribuye las
dificultades al manejo ciego del instrumento 16gico. Pero éste no ofrece ya garantia
desde el momento en que se sale de los dominios donde ha sido largamente proba-
do, y es por eso que extenderlo al dominio de lo transfinito resulta engafoso. En
ultima instancia, es la intuicion la que juzga la validez misma de las reglas logicas,
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de modo que si se le da siempre prioridad sobre el discurso no se quedara uno ex-
puesto ya a antinomias. En efecto, se las evita, pero jcudl es el precio? Si se siguen
estos principios puede llevarse, en forma progresiva, a condenar partes considera-
bles ya no solo de la teoria de los conjuntos, sino también de buenas partes de teo-
rias matematicas antiguas y consagradas. Son muchos los que juzgan tal sacrificio
excesivo, y la medicina como de caballo. Si se desea conservar la totalidad de las
matematicas clasicas con lo esencial de la teoria cantoriana y, al mismo tiempo, per-
manecer fiel a la inspiracion de esta ultima, se intentard entonces, como lo hizo
Russell, seguir la via del “logicismo”. Por un lado se conservara el propdsito de
construir las matematicas a partir exclusivamente de las nociones y leyes de la 16gi-
ca. Pero en vista de que éstas han conducido a antinomias a las que se trata de pro-
hibir, se tendran que reforzar por otro lado las normas de la 16gica en forma tal que
ya no permitan que se termine alli. Infortunadamente, resulta muy dificil conciliar
ambas cosas pues, para que se dé a las normas de la logica el grado exacto de nor-
matividad conveniente para poder excluir las antinomias exclusivamente, se ve
uno obligado a establecer determinados axiomas cuyo caracter extralogico apenas
resulta discutible.

Queda una tercera via por la cual Zermelo® intentara salir de este hoyo: la
de la reconstruccién axiomatica, solucion que difiere de la precedente en que, si
bien demanda siempre de axiomas que no permitan la produccion de antinomias,
no les impone que se les tome sdlo del material 16gico. No obstante, las condiciones
que exige el establecimiento de una axiomatica tal difieren mucho de las condicio-
nes de las axiomaticas de Peano y Hilbert, en las que se iba solo de las consecuen-
cias a los principios. Se partia de teorias ya bien probadas, como la aritmética y la
geometria clasicas, cuya consistencia nadie podia poner seriamente en duda y, en el
momento en que los principios que se les asignaba les estaban adaptados con exac-
titud, no habia que pedirles ya nada mas, no resultaba ya indispensable que fueran
evidentes y ciertos por ellos mismos, pues de antemano se estaba ya seguro de que
no caian en contradicciones. Por el contrario, en este caso la existencia de antino-
mias demuestra que se trabaja en una zona de inseguridad, incluso cuando los
axiomas sean escogidos de tal manera que eviten las antinomias conocidas. Pero,
(qué garantiza que en otra parte no surgiran otras andlogas? No resulta suficiente,
pues, producir un sistema de axiomas que permita demostrar precisamente la par-
te aceptable de la teoria de los conjuntos; resulta necesario que los axiomas inspi-
ren por si mismos absoluta confianza. A la prioridad logica deben adjuntarse la
evidencia psicoldgica y ser a la vez fundamentos y principios. Veremos que uno de
los axiomas de Zermelo se encontraba bien lejos de satisfacer esta condicién o, por

% La axiomatizacion de los conjuntos sera retomada y desarrollada posteriormente por autores muy
diversos, en especial Fraenkel, Von Neumann y Bemays.
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decirlo en forma mas precisa, el problema de saber si la satisfacia o no dividié en
dos campos a los matematicos: si para unos el axioma denominado de “la selec-
cidén” resultaba del todo evidente, para otros no era sino una férmula vacia, un ar-
mado de palabras que gramaticalmente guardaba correccion pero que estaba des-
provisto de sentido. Y las proposiciones equivalentes en que se hubiera podido
pensar para sustituirlo, como la relativa a la posibilidad del “buen orden”, sufrian
el mismo defecto. La axiomatica ingenua, confiada en el sentimiento de evidencia
intelectual para justificar la seleccion de los axiomas se encontraba en un callejon
sin salida.

Uno de los objetivos principales de la metamatematica de Hilbert es evitar el
callejon sin salida, y salir de €l sustituyendo mediante el razonamiento la intuicion
desfalleciente. La formalizacion de la axiomatica requiere que pueda ser estableci-
do, mediante la via demostrativa y sin necesidad de apelar al sentimiento subjetivo
de la evidencia, si un sistema de axiomas es congruente o no. Si esta demostracion
puede darnosla favorablemente una axiomatica de la teoria de los conjuntos, queda
resuelto el problema del fundamento. Y deberia estarlo, aun a los ojos de un intui-
cionista —para quien la no-contradiccion es condicién necesaria, aunque no sufi-
ciente, de la existencia matematica— siempre que la demostracion satisfaga la exi-
gencia de construccion en un namero finito de etapas, lo cual segin Hilbert es el
criterio verdadero; por eso él, preocupado por no renovar controversias estériles,
impuso condiciones muy severas a los procedimientos de comprobacion. Las espe-
ranzas que los “formalistas” pusieron en este método han sido, como se recuerda,
frustradas en forma parcial. Especialmente, los teoremas de Godel mostraron que
la no-contradiccidn de los sistemas de los que se trataba no podia ser probada me-
diante una formalizacion que se mantuviera dentro de estos sistemas. Por su lado,
la paradoja de Skolem contrapone a la axiomatizacion de la teoria de los conjuntos
una dificultad esencial, pues resulta de ella que el tratamiento axiomatico hace des-
vanecer ahi la distincion de las potencias diversas. Sin embargo, esta tltima restric-
cidn sélo concierne en forma directa a la teoria de los conjuntos y, por otro lado, el
marco dentro del cual se encerré Hilbert, voluntariamente, permitia que fuera en-
sanchado un poco, sin por eso traspasar los limites que se asigna al intuicionismo,
de suerte que las prohibiciones de Godel se atentan. En tales condiciones Gentzen,
en 1937, lleg6 a demostrar la no-contradiccion de la teoria de los nimeros apelando
exclusivamente a un tnico principio exterior a la teoria, y mostrando que éste no
sobrepasaba los medios que se conceden al intuicionismo. Tal resultado es muy im-
portante ya que la no-contradiccion de numerosas teorias tenia su apoyo en la arit-
mética, que hasta alli habia sido simplemente postulada.

Pese al hecho de que el formalismo axiomatico no ha resuelto definitivamen-
te el problema del fundamento de las matematicas, resulta que tanto para €l mismo
como para las reacciones que suscito, lo ha hecho avanzar considerablemente y, por
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otro lado, ha disminuido en forma notable las presiones sobre las doctrinas que ini-
cialmente se le oponian. En la actualidad practicamente se han desvanecido las
diferencias que existian entre logicismo y axiomatismo, al punto que ambas ten-
dencias se integran, como puede verse en algunos autores, Quine por ejemplo. La
multiplicidad de las logicas, que son tratadas en delante de acuerdo con los méto-
dos de la axiomatica formalizada, practicamente no permiten ya dar a sus nociones
de base un sentido absoluto, y el problema de saber donde termina la logica y co-
mienzan las matematicas ha perdido buena parte de su sentido. Las diversidades
existentes a principios del siglo XX pueden hoy resumirse en una gran alternativa,
ya sea que se conceda prioridad a la légica o a la intuicion. Incluso ambas partes se
han aproximado lo suficiente como para poder comprenderse y trabajar mancomu-
nadamente. Al llevar los problemas al plano de las construcciones simbolicas, el
formalismo hilbertiano se expresa en un lenguaje accesible al intuicionista, en tanto
que éste entrd decididamente, siguiendo a Heyting (1930), en la via de la axioma-
tica formal. Bien puede rechazarse el formalismo axiomatico, pero la axiomatiza-
cidn y la formalizacion han llegado a ser actualmente, como decia Cavailles, unifor-
mes obligatorios.>

28. LA FILOSOFIA DE LA CIENCIA

Incluso antes de que el problema del fundamento se impusiera a la atencion de los
matematicos la axiomatica, nacida de una reflexion acerca del método de los geo-
metras, arrojo de inmediato una viva luz sobre la paradoja de esta ciencia, cuya
situacion la coloca en el eje de lo inteligible y lo sensible. Si bien los teoremas de la
aritmética y la logica se aplican a lo real, no parecia imposible observar estas cien-
cias como puramente racionales, por débil que sea la advocacién que hacen a la in-
tuicion sensible. Aunque las leyes de la fisica se expresan en lenguaje matematico,
al parecer sigue siendo plausible derivar toda sustancia de la experiencia, conside-
randose el simbolismo matematico s6lo una vestimenta comoda. Viene de alli la
distincion cldsica entre dos grupos de ciencias, racionales y experimentales. Unas,
que de acuerdo con la expresion de Goblot, no necesitan para ser verdaderas que
sus objetos sean reales; y otras, podria decirse, cuyos objetos, para existir, no nece-
sitan ser inteligibles. Pero, entonces, jen qué lugar puede situarse la geometria? La
intervencion manifiesta de la intuicion espacial prohibia reducir su contenido a un
sistema de proposiciones analiticas; por otro lado, sus verdades se imponian tan

3% QOp. cit.,, p. 182. Digamos de paso que el formalismo es rechazado en igual forma por los partida-
rios del materialismo dialéctico que ven en él una manifestacion del “idealismo burgués”. No obs-
tante, hasta ahora no parece que esta oposicion de orden filoséfico haya determinado una orienta-
cidén original del trabajo matematico como ocurrid con el intuicionismo.
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bien al espiritu que resultaba imposible referirlas s6lo a meras contingencias de la
experiencia. La idea kantiana de la “sintesis a priori”, que es el nucleo de toda la
filosofia critica fue, como hoy se sabe, inspirada por esta dificultad. Ahora bien, la
axiomatica invita a que se resuelva en forma muy distinta. Si la geometria clasica
daba a la vez la idea de ser pura e intuitiva era porque constituia una forma mixta
al reunir en una ciencia que al parecer era unica, dos disciplinas distintas que,
como se ve ahora, estan disociadas claramente: una geometria pura, representada
por la teoria axiomatica, en la que el sentido intuitivo de los términos y proposicio-
nes deliberadamente se descarta y cuya verdad se mide sdlo mediante la coheren-
cia légica, sin recurrir a la experiencia; y una geometria aplicada, intuitiva, en la
cual la forma demostrativa solo constituye un accesorio y cuyos teoremas son, en
realidad, leyes fisicas. La segunda sirvio para constituir la primera, pero ésta ha
llegado a ser independiente, se yergue gracias a su propia fuerza, y si, en ocasio-
nes, se refiere a la otra lo hace tiinicamente como a uno de sus “modelos” posibles.
Cierto es que las dos pueden ser expuestas en un mismo discurso, de donde pro-
viene la confusion, pero este lenguaje tinico puede prestarse a dos lecturas distin-
tas. A la pregunta: ;como puede la razon, sin el auxilio de la experiencia, hacernos
conocer las propiedades de lo real?, se dara en lo sucesivo una respuesta semejante
a la que da Einstein al principio de su opusculo La geometria y la experiencia: “La
perfecta claridad sobre este punto me parece fue puesta al alcance de cada uno gra-
cias a la corriente que los matematicos denominan axiomdtica. El progreso realizado
por ésta consiste en haber hecho la separacion clara y definitiva de lo intuitivo y lo
logico. De acuerdo con la axiomatica solo los hechos logicos y formales constituyen
el objeto de la ciencia matematica, pero no el elemento intuitivo que puede referir-
se a ellos.”

Hay que aclarar que resulta necesario cuidarse al interpretar correctamente
este desdoblamiento de la geometria en el momento en que, en lugar de conside-
rarla sola, vuelve a colocarsela en el sistema de las ciencias. ;Debe entenderse en-
tonces que el cardcter ambiguo de la geometria clasica es resultado de su situacion
intermedia y que las dos partes en que el aparato axiomatico la escinde deben sim-
plemente unirse, uno al grupo de las ciencias racionales o deductivas, y el otro al
de las ciencias experimentales o inductivas para, de este modo, reforzar la antigua
dicotomia que colocaba, por un lado, a las ciencias l6gico-matematicas y por el otro
a las ciencias fisicas, naturales y morales, quedando ahora bien precisado el lugar
donde debe hacerse el corte? Tal interpretacion va de acuerdo con la concepcion
dualista de la ciencia que actualmente profesa el empirismo 1d6gico, el cual estable-
ce, entre dos tipos de ciencias, una separacion mas radical atin, que hasta ahora no
se habia hecho. Sitiia por un lado las ciencias formales —logica y matematica—, a
las que considera bajo la forma depurada que les da la presentacion axiomatica: es-
to es, vacias de toda significacion exterior y que, en sentido estricto, no nos ense-
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fan nada acerca de lo real. Sus enunciados, que son puramente analiticos, concier-
nen exclusivamente a las transformaciones del discurso. Por el otro lado, sitiia a to-
das las ciencias de lo real para cuya expresion utilizamos, ciertamente, el lenguaje
logico-matematico pero que, en principio, podrian prescindir de €l sin perder nada
de su contenido, que proporcionaria por entero la experiencia.

No obstante, si se invocan las ensefianzas de la axiomadtica para apoyar esta
tesis, se olvidaria un hecho esencial. Muy lejos de encerrarse dentro del dominio
geométrico inicial, la axiomatica se ha extendido radpidamente por los dos lados: en
direccion a la aritmética y la logica y hacia la mecanica y la fisica. En la actualidad
le interesa el conjunto de las ciencias, por lo que no es sélo en el interior de la geo-
metria donde se produce el corte entre lo racional y lo experimental, lo 16gico y lo
intuitivo. El desdoblamiento axiomatico funciona en todas las ciencias o, en todo
caso, en todas las que estan lo suficientemente avanzadas como para prestarse a la
organizacion deductiva. Coloquese a la mecéanica o a la dptica bajo la forma de una
axiomatica simbolizada y se deja de estar en presencia de una ciencia de lo real pa-
ra encontrarse frente a un sistema formal, vacio de todo contenido empirico, donde
“no se sabe ya de qué se habla, ni si lo que se dice es verdadero”. Y a la inversa, si
frente a una axiomatica abstracta se sabe asignar a los axiomas una interpretacion
valida en un cierto dominio de lo real, sibitamente se ilumina todo. Los simbolos
adquieren un sentido concreto, las formulas una verdad empirica. Ni siquiera re-
sulta necesario, para ello, que la aplicacion recaiga en lo que habitualmente se de-
nomina el mundo fisico, pues del mismo modo una traduccion aritmética o logica
desempena a la perfeccidn este trabajo. Asi, por ejemplo, la idea que se tiene habi-
tualmente del nimero, que es abstracta cuando se la compara con un montén de
bolas de billar, se convierte en una interpretacion concreta en relacion con la x que
aparece en los axiomas, y del mismo modo respecto a las nociones logicas de nega-
cién, implicacion, pertenencia a una clase, etcétera.

Bajo estas condiciones, el desdoblamiento axiomatico no funciona en forma
transversal, al nivel de la geometria, sino que divide longitudinalmente toda la es-
cala de las ciencias, de la ldgica a las ciencias morales. La tinica diferencia, y es sélo
de grado, es que las primeras adoptan con mayor facilidad la forma axiomatica, de
modo que asi se reconoce mejor la posibilidad de una lectura abstracta. Pero que
ellas mismas se presten, como lo ha revelado la axiomatica, a una lectura doble,
nos demuestra muy bien que no se distinguen en lo esencial de las ciencias empiri-
cas y que, a su manera, son ya ciencias de lo real. No existen ciencias abstractas y
ciencias concretas, ciencias racionales y ciencias empiricas. En primer lugar, hay
entre las ciencias grados diversos de abstraccidon y racionalidad que permiten pue-
dan ser ordenadas en serie. En segundo lugar, existe para cada una de ellas la posi-
bilidad de una lectura doble: abstracta, racional y formal, o concreta, empirica y
material. Gracias a una convencion de lenguaje es posible utilizar la palabra Idgica
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o la palabra matemdtica para nombrar la lectura abstracta de cualquier teoria axio-
matizada. Pero, en este caso, el sentido de estas palabras sufre igualmente un des-
doblamiento axiomatico, por lo que sera necesario cuidarse del equivoco que ame-
naza. Cualquiera que sea el dominio que se trate —aritmética, dptica, etc. — y sobre
el que se haya edificado una axiomatica, ésta sera exclusivamente una construccion
l6gica en el sentido de que resultara vacia y puramente formal; pero, en otro senti-
do, también puede representar una teoria ldgica del mismo modo que una teoria
aritmética u Optica, de acuerdo con la interpretacion que se dé a sus simbolos, y si
el conjunto de sus axiomas puede traducirse en proposiciones de la 16gica. Del mis-
mo modo, el término matematica tomard, en adelante, un sentido ambiguo, como
aparece en el texto de Einstein arriba citado. Bien puede, en razén de que la mate-
matica es la que puso el ejemplo, designar una teoria que ha sido reducida a su for-
ma abstracta. Deviene entonces un sinénimo de Ilggica entendida en su primera
acepcidn. Resulta necesario entenderlo asi, por ejemplo, en las bromas de Russell y
Poincaré (véase el inciso 10). Pero este sentido relativamente nuevo se anade, sin
borrarlo, al sentido mas tradicional, de acuerdo con el cual de este modo se deno-
mina a un grupo particular de ciencias, aquellas cuyo objeto son los nimeros, las
figuras, etc. Lejos de oponerse mediante caracteres antitéticos a todas las demas
ciencias consideradas en conjunto, las matematicas, entendidas en esta forma, son
por un lado vecinas de la logica y, por el otro, de las ciencias fisicas, aunque las
fronteras se mantienen un tanto indecisas pues los conjuntos del matematico tienen
gran parecido con las clases del 16gico; la cinematica une la geometria con la dina-
mica y se da cierto titubeo para decidir si la probabilidad debe atribuirse al mate-
matico, al 16gico o al fisico. A pesar de la ambigiiedad subsistente en el lenguaje, la
disociacion se realiza en el pensamiento, entre los dos elementos que permanecian
enredados en la nocidn cldsica de la matematica, que a su vez se caracteriza por su
objeto y su método: ciencia de la cantidad y ciencia demostrativa.

La antigua distincion entre ciencia racional y ciencia empirica, que constitu-
ye un lugar comun de la epistemologia desde los tiempos de Bacon, sin duda mere-
ce ser conservada, pero con la condiciéon de que no se confundan ya en ella dos
acepciones que solo coinciden parcialmente y que la axiomatica permite separar en
forma precisa una de la otra. Bien puede entendérsela como una clara dicotomia, y
entonces no divide ya las ciencias en dos clases, sino que mas bien sefiala una dua-
lidad interior a cada ciencia; o bien se desea distribuir de esta forma las diversas
ciencias, pero en este caso la separacion resulta indecisa y relativa, como dividir un
conjunto de hombres solo en altos y pequenos. La oposicion entre las ciencias for-
males y las ciencias de lo real no es justificable salvo en el caso de que se sobrepon-
gan estas dos distinciones. Se denomina ciencias formales a las que, habiendo al-
canzado en primer lugar un alto grado de abstraccion se prestan, por excelencia, al
tratamiento axiomatico; y ciencias de lo real a las que, siendo menos avanzadas,
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dificilmente pueden desligarse de las interpretaciones concretas. Cuando se hace
esto, uno no caracteriza a dos especies de ciencia sino a dos tipos ideales que se reali-
zan en forma desigual en las diversas ciencias o, por mejor decirlo, a dos polos del
pensamiento cientifico.

29. LA FILOSOFIA DEL CONOCIMIENTO

La oposicidn entre la razén y la experiencia constituye sélo una de las multiples
formas que, sin concordar en todos los puntos, expresan en forma diversa aunque
con parentesco evidente lo que Whewell llamaba “la antitesis fundamental de la
filosofia”; las ideas y los hechos, el pensamiento y las cosas, el conocimiento y el
ser, lo inteligible y lo sensible, lo abstracto y lo concreto, lo construido y lo que es
dado, lo concebido y lo percibido, lo a priori y lo a posteriori, etcétera. Las investiga-
ciones axiomaticas, cuando invitan a preguntarse acerca de las relaciones entre lo
logico y lo intuitivo, aportan en esta forma su contribucidon a un problema que a
través de la geometria y del sistema entero de las ciencias, conjunta un tema mayor
de la reflexion filosdfica. El método axiomatico no es solo uno de los procedimien-
tos técnicos de los matematicos. Es posible encontrar en €l una ilustracion, que es
particularmente sugestiva, de la forma como procede el pensamiento en el conoci-
miento. Y al aplicarle las nociones de las que él mismo hace uso se diria que nos
ofrece, de las operaciones cognoscitivas, un modelo concreto sobre el que puede
ensayarse una lectura abstracta.’” Puede verse aqui, en primer lugar, que no debe
darse ningun sentido absoluto a los dos términos de la antitesis, cuyo limite se des-
plaza incesantemente. Esto, ciertamente, no es nuevo y, en todo el frente de las
ciencias no ha dejado de advertirse este movimiento del espiritu que lo lleva a tra-
tar de inmediato a sus creaciones como si fueran un dato que debe superarse en
una abstraccion posterior. Lo concreto, afirmaba Langevin, es lo abstracto hecho fa-
miliar, mediante el uso. Y en la actualidad los matematicos jovenes objetan el “em-
pirismo” de un Borel que lo perfecciond. Ahora que estan acostumbrados a mane-
jarlo se ha convertido, para ellos, en una nocidn intuitiva y tan natural que llegan a
llamarla “innata” .’ Pero la axiomatica coloca la idea bajo una luz directa. Mediante
ella el caso de la geometria clasica resulta particularmente instructivo. Para el axio-
matico se inclina hacia el lado de lo intuitivo, en tanto que, por relacion a los cono-
cimientos empiricos que la hacian posible, de seguro pareceria a los griegos como
les parece en nuestros dias a los nifos a los que es la ensefia: una creacion dificil de

3 Cf. F. Gonseth, Les mathématiques et la réalité, essai sur la méthode axiomatique. En lo que viene a con-
tinuacién nos inspiramos en forma libre, pero amplia, en esta excelente obra.

38 P. Langevin, Les notions de corpuscule et d’atome, p. 45; J. Dieudonné, L’axiomatique..., articulo cita-
do, p. 50; A. Denjoy, L’ inneité du transfini, apud Le Lionnais, op.cit., p. 188.
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la razén. De ella, la historia nos da a conocer dos mutaciones, cuya analogia fue
subrayada por F. Gonseth. En dos ocasiones el espiritu ha franqueado el “umbral
de abstraccion”, superando el dato mediante un acto irremplazable de iniciativa
intelectual. Es necesario aprender a leer la recta geométrica en un hilo tendido, co-
mo posteriormente a leer la recta axiomatica en la recta geométrica. Es por eso que
no resulta paradojico en forma alguna ver a Euclides, como se hace en algunas oca-
siones, como un verdadero axiomatico. Del mismo modo, todas las nociones de la
fisica clasica, como la masa, el potencial, la entropia, se apoyan sobre un dato sensi-
ble que esquematizan, pero a su vez sirven de soporte intuitivo a una axiomatica
abstracta.

En consecuencia, sélo es posible pensar ambos términos de la antitesis en su
relacion. El par adquiere sentido tiinicamente mediante la tension que caracteriza a
dos polos opuestos. Lo concreto soélo se puede definir como una veccion. De la geo-
metria de Hilbert puede uno remontarse a la de Euclides, de ésta a la geometria de
los orientales, de esta ultima a otras formas mas primitivas. Se avanza asi en direc-
cién a lo concreto, pero jamas alcanzando lo concreto puro, libre de toda concep-
tualizacion, como el que el empirismo pretende desplegar frente al espiritu. No
existe otro fendmeno primero que el de la sensacion pasiva. Las ensenanzas de la
critica de las ciencias concuerdan aqui con las de la psicologia. Abierto en esta for-
ma por su parte inferior, el conocimiento se encuentra también abierto por la parte
superior. Lo abstracto es sdlo lo tultimo en forma provisional, y jamas se le piensa
solo, nunca se le presenta al espiritu como si fuera un cuadro.

Solo aparece como si hubiera sido realizado en un modelo, aunque sea sola-
mente el modelo simbdlico. No conocemos ninguna forma pura ni tampoco conte-
nido informe. Puede haber alli un vacio de pensamiento; pero no podria haber pen-
samiento vacio. Para poder pensar realmente en la nada resulta necesario represen-
tarla recurriendo a algo: una cruz, la cifra que representa el cero, la idea de la nada.
Para poder pensar en una estructura abstracta resulta necesario darle, sobre el pa-
pel, una forma concreta. El pensamiento trasciende el sistema de signos, necesita
sobrevolarlo para poder captarlo como tal. Pero sin é€l, al faltarle el contacto directo
con las cosas, se pierde en lo indeterminado.

Esta tension bipolar, condicion necesaria de todo conocimiento, aparece con
particular claridad en el pensamiento axiomatico. Las nociones un tanto vagas de
la teoria del conocimiento —concepto e intuicion, forma y contenido— quedan en-
tonces bien claras dentro de la correlacion que se establece entre la estructura abs-
tracta y la realizacion concreta; entre el esquema y el modelo. Se capta aqui, en vi-
vo, el movimiento de ida y vuelta que conduce al espiritu del uno al otro, ilumi-
nandolos al situarlos en correspondencia. Los fisicos, como recorddbamos arriba,
con frecuencia muestran tendencias divergentes respecto al valor respectivo de las
teorias abstractas y las teorias que recurren a las imagenes. Es muy cierto que el ge-
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nio se manifiesta bajo formas diversas: uno sobresale en leer lo abstracto dentro de
lo concreto y otro en interpretar lo abstracto por lo concreto. Pero de este modo,
igual que la diferencia de temperatura es necesaria para que una maquina térmica
funcione, del mismo modo conviene al espiritu que, para comprender, disponga de
un desnivel que le permita circular de un plano al otro, elevarse del hecho a la idea
y ejecutar el mismo movimiento en descenso. Formular la norma e ilustrarla con
un ejemplo. Mediante este movimiento doble, en el que se resume toda forma de
conocimiento, la axiomatica nos ofrece, precisamente, uno de los ejemplos sobre
los que puede percibirse mejor la norma.

Puede verse en esta forma a qué actitudes filoséficas se opone la axiomatica
y a cudles favorece. Desprecia y evita el dogmatismo de la sintesis, el suefio de un
punto de partida absoluto que le aseguraria a la deduccion la seguridad definitiva.
Y ella extiende ahora a la totalidad de las ciencias la forma hipotético-deductiva.
En vista de que el método experimental logr6 desacreditar la esperanza cartesiana
de alcanzar una fisica demostrativa, el logicismo de nuestros dias, esto es, la idea
de lograr una ciencia racional que no presuponiera ya nada, se ve desmentido por
la regresion axiomatica, la cual, por lejos que nos lleve, siempre encuentra frente a
si algo que es “anterior” que aun no se encuentra asimilado. Pero del mismo modo
en que los axiomas no se imponen mediante la evidencia intrinseca, tampoco son el
resultado de decretos arbitrarios. El convencionalismo parece sdlo defendible para
aquel que, artificialmente, desprende la axiomatica de sus bases y de sus prolonga-
ciones intuitivas, sin las cuales se convierte sélo en un juego trivial, sin relacion
alguna con la ciencia.

La filosofia del conocimiento que la axiomatica sugiere no es otra cosa que
un racionalismo que uno no se atreve a denominar empirico, dado que de este mo-
do se encuentran, por lo comun, opuestas ambas palabras. Por lo menos se le pue-
de calificar de inductivo o experimental. El rechazo de todo a priori apodictico o
decisorio se duplica mediante una repulsa parecida de las dos ramas de la alterna-
tiva, entre las cuales el empirismo, en su version actual, pretende encerrar el cono-
cimiento: fenomenismo y nominalismo. Ni el espiritu contempla un dato en cuya
elaboracion no hubiera participado en ninguna forma, ni tampoco se agota en el
plano de los signos y el calculo formal. Y nada puede manifestar mejor su activi-
dad que el establecimiento o la percepcion de una correspondencia analdgica entre
el esquema simbdlico y el modelo concreto.
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